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1 Introduccion

Uno de los objetos mds estudiados en matematicas es la funciéon zeta de Riemann, que puede ser
definida mediante el producto de Euler

1
1—p—s

)= T1

p primo

Este producto converge para Res > 1y tiene una prolongacién meromorfa a todo el plano complejo con
un polo simple en s = 1. Se cumple la ecuacién funcional

7(s) =251 sen (%) I'(1-s)(1-s).

En esta historia nos interesan los valores de {(s) para s = n € Z un numero entero. Por ejemplo, Euler
calcul6 que
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donde B, € Q son los niumeros de Bernoulli. Gracias a la ecuacion funcional, esto nos da los valores {(2n)
para n > 1 (solo que la férmula no se ve tan bonita). Los ntimeros {(2n + 1) son mucho mds misteriosos:
se supone que todos son trascendentes y algebraicamente independientes, pero uno estd muy lejos de
probarlo. Hay muchos avances, pero por el momento se concentran en la demostracion de la irracionalidad.

El problema que nos interesa es encontrar una teoria de cohomologia que codifique los valores de {(n) para
n € Z.Y de hecho, vamos a trabajar con una vasta generalizacién de la funcién zeta de Riemann.

2 Funcidn zeta de un esquema aritmético

Sea X un esquema aritmético

X
l separado
de tipo finito
SpecZ
La funcién zeta de X tiene una definicién similar:
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donde N(x) denota la cardinalidad del cuerpo residual en x € X. La hipétesis de que X sea de tipo finito
implica que N(x) < co. El producto converge para Res > dim X y conjeturalmente tiene una prolongacion
meromorfa.

Asumiendo la prolongacién meromorfa alrededor de n € Z, pongamos

dy = ords=y, {x(s) := el orden de anulacién en s = n.

Luego, el valor especial en s = # es el término mayor de la serie de Taylor:

T () += lim (s — )~ {x()

Ejemplos
He aqui algunos ejemplos importantes.
= S5i X = SpecZ, entonces se recupera precisamente la funcién zeta de Riemann.
= Para una extension finita de cuerpos F/Q, consideremos el anillo de enteros correspondiente:
Or := {x € F| f(x) = 0 para algun polinomio moénico f € Z[X], f # 0}.

Por ejemplo,
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En este caso
Cr(8) = Cspec oy (s) = la funcién zeta de Dedekind de F.

Esta funcién ha sido estudiada extensivamente en la teoria de ntimeros algebraicos a partir del siglo
XIX. La funcién zeta de Dedekind también tiene prolongacién meromorfa con un polo simple en
s = 1, satisface una ecuacién funcional {r(s) <> {r(1 — s), etcétera.

= Si queremos trabajar con algo més geométrico, podemos tomar una variedad sobre un cuerpo finito
X/Fy. En este caso

Cx(s) =Zx(q™°), donde Zx(t) :=exp (kz
>1

#X(]Fqk ) &
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Notamos que Zx(t) es una funcion generatriz que cuenta el niumero de puntos de X sobre diferentes

extensiones de IFg.
Para dar un ejemplo sencillo, si E es la curva eliptica Y?Z = X® — XZ? considerada sobre, digamos,
IF3, entonces uno puede calcular que Zg(t) = % Ademés, se ve que (g(s) = (g(1 —s), que

es una especie de ecuacién funcional.

En general, para cualquier variedad proyectiva lisa X/IF,



e Zx(t) es una funcién racional;
e existe una descripcion de sus polos y ceros (mediante la cohomologia ¢-adica);

e existe una ecuacién funcional que relaciona {x(s) con {x(dim X —s).

Todo esto constituye las conjeturas de Weil (1949) que fueron el santo grial de la geometria algebraica
groethendieckiana. El punto final en las pruebas puso Pierre Deligne en 1973.

El mundo de las variedades sobre cuerpos finitos une aritmética y geometria, y esto explica el éxito
en la resolucién de las conjeturas de Weil. Para esquemas aritméticos en general, todavia falta entender
la verdadera geometria que estd detrds. Nosotros tratamos de construir una teoria de cohomologia que
refleje las propiedades de la funcion zeta; esta teoria (en gran parte también conjetural) es una sombra de
esa geometria hipotética.

3 Interpretacion cohomoldgica de los valores especiales

La primera interpretacion cohomolégica de los valores especiales es la férmula de clases de Dirichlet

para la funcién zeta de Dedekind:
_#CI(F)

o) =~

F/
donde
» CI(F) es el grupo de clases de F, que es siempre finito,

= Of es un grupo abeliano finitamente generado y pr = (Of )iors,

= la parte libre de OF se encaja de cierta manera canénica como un reticulo A C R?, y luego Rf :=
vol A es el regulador de Dirichlet.

El grupo de clases es un invariante cohomolégico: tenemos

CI(F) = H'(X, 0§) = Pic(X), donde X = Spec Of.

Por ejemplo, si F = Q(+/5), entonces
CI(F)=1, Of =(a) x (£1) = Z®Z/2Z, Ry =loga.

La funcién zeta de Q(+/5) tiene un cero simple en 0, y el residuo correspondiente es QE (V) (0) = — 10%“.

En el siglo XX hubo varias férmulas conjeturales para los valores especiales (algunos nombres rela-
cionados son Armand Borel, Alexander Beilinson, Stephen Lichtenbaum, Spencer Bloch, Kazuya Kato,
...), pero aqui hablaré de un programa relativamente reciente, propuesto e iniciado por Lichtenbaum y
conocido como la cohomologia Weil-étale’. He aqui una pequefia cronologia.

» Lichtenbaum, 2005: construccién de la cohomologia Weil-étale para X /IF,.

(Mas resultados para esta situacién por Thomas Geisser.)

= Lichtenbaum, 2009: el caso de X = Spec Or y n = 0.

“Aqui “étale” se refiere por supuesto a la cohomologia étale, mientras que “Weil” se refiere al grupo de Weil en la teorfa de
cuerpos de clases.



= Baptiste Morin, 2014: el caso de X un esquema aritmético regular propio, n = 0.
= Matthias Flach, Baptiste Morin, 2016: lo mismo para cualquier n € Z.

En mi tesis de doctorado dirigida por Baptiste Morin en Burdeos y Bas Edixhoven en Leiden (defen-
dida en diciembre), quité la restriccién “regular propio” (esto debe de complicar todas las cosas), pero
restringiéndome al caso de n < 0 (resulta que esto simplifica ciertos aspectos).

Para dar un ejemplo simple, pero a la vez importante, el anillo de enteros Of es siempre regular. Sin
embargo, si por ejemplo para F = Q(+/5) se puede considerar el anillo mas pequefio

1+5
2

Z\V5 ¢z ,

y este ya no es regular. Tal cosa se llama un orden no maximal en el anillo de enteros, y seria interesante
estudiar de manera cohomoldgica su funcion zeta.

Todo lo que voy a describir estd basado en las ideas de Flach y Morin.

4 Motivacion para la cohomologia motivica

Usando la notacién mucho mas reciente, la férmula de Dirichlet puede ser escrita en términos de la
cohomologia motivica:
fi0) - - Z0)

F #H1(X, Z°(0) ) tors
Ahora haré una digresion para explicar qué es esto.

Hay diferentes construcciones de la cohomologia motivica, y la que nos servird para trabajar sobre
SpecZ se basa en los complejos de ciclos de Bloch (1986). Al principio las ideas de Bloch tenian ciertos
obstaculos técnicos, pero después han sido desarrolladas exitosamente entre otros por Marc Levine y
Thomas Geisser.

Ya que el ptiblico presente consiste principalmente en topélogos algebraicos, se puede dar la siguiente
motivacién. La sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch para un complejo celular X y una teoria de
cohomologia generalizada” E® toma la forma

Rr.

EY" = HP(X; E9(pt)) = EFH(X),

y en particular puede ser empleada para calcular la teoria K topolégica K*(X) (la que clasifica los fibrados
vectoriales complejos sobre X).

En el mundo algebraico, tenemos la teoria K algebraica de Quillen, ideol6gicamente motivada por la
topolodgica. Para una variedad X/k existe la sucesién espectral de Bloch-Lichtenbaum

EY = HP9(X,Z(—q)) = K_p—q(X)

(generalizada méas adelante por Eric Friedlander, Andrei Suslin, Marc Levine). Aqui tenemos ciertos gru-
pos doblemente indexados ’
H'(X,Z(n)), ineZ,

que son precisamente la cohomologia motivica. En este sentido uno puede pensar en la cohomologia
motivica como en un andlogo de la cohomologia singular. Esta sucesion espectral da una muy buena
motivacién, pero también significa que la cohomologia motivica es extremadamente dificil de calcular, tal
como la teoria K algebraica.

*Algo que cumple los axiomas de Eilenberg-Steenrod, salvo el axioma de dimensién



Fue también Lichtenbaum quien en 1971 tuvo la idea de relacionar la teorfa K algebraica con los
valores especiales, pero parece que la cohomologia motivica es un invariante més fino y adecuado para
estos prop0sitos.

* * *
Ahora bien, “Z(n)” no es simplemente una parte de la notacién: este es un complejo de haces” étales
que se construye a partir de un esquema X.
Thomas Geisser (2010) también introdujo los complejos de ciclos de Bloch dualizantes Z°(n). Conti-
nuando la analogia topoldgica, uno deberia pensar en Z¢(n) como en la cohomologia de Borel-Moore.
Recordemos que si X es un espacio localmente compacto, U C X es abierto y Z := X \ U es el comple-

mento cerrado,
U— X+ Z

entonces se tiene un tridngulo distinguido para la cohomologia de soporte compacto
RT.(U,Z) — RT(X,Z) — RT.(Z,2Z)
La cohomologia de Borel-Moore (en la definicién de Verdier) es
RI'pm(X,Z) = RHom(RI (X, Z),Z),
lo que nos da el tridngulo distinguido
RTpm(Z,Z) — RTpm(X,Z) — RTpm (U, Z)

Geisser dio una definicién ad hoc de los complejos de haces Z¢(n) y probé entre otras cosas que estos
se comportan como la cohomologia de Borel-Moore: si tenemos una “descomposicién abierto-cerrada” de
esquemas

U—=X+2Z

entonces hay un tridngulo distinguido
RT(Zg, Z(n)) — RT(Xg, Z°(n)) — RT(Ug, Z(n))

Geisser identifico Z°(n) como complejos dualizantes en ciertos contextos aritméticos (que generalizan la
dualidad de Artin—Verdier).

Todas mis construcciones se basan en los complejos dualizantes de Geisser Z°(n). Para proceder, serd
necesario asumir la siguiente conjetura.

Conjetura L¢(Xy, n). Los grupos H(Xg, Z€(n)) son finitamente generados.

Esta es una conjetura estandar, pero actualmente estd fuera de alcance. Se conocen algunos casos
simples como por ejemplo X = Spec Or (la generacion finita de K;(Or) es un resultado clasico de Quillen),
0 una pequefia clase de variedades lisas proyectivas X/IF,.

5 Cohomologia Weil-étale

Mi tesis contiene la siguiente construccion. Bajo la conjetura L¢(Xy, 1), para un esquema aritmético X
y n < 0, existe un complejo de grupos abelianos

RFW,C(X/ Z(”))/

“También conocidos como gavillas :-)



“u_n

donde W significa “Weil-étale” y “c” significa “soporte compacto”. La cohomologia Weil-étale se define
entonces como ' ‘
Hyo(X, Z(n)) := H'(RTwe(X, Z(n))).

Es facil entender qué sucede con este complejo después de tensorizarlo con IR: este se escinde (de
manera no candnica) como

RTw (X, Z(n)) ® R = RHom(RI' (X, Z(n)),R)[—1] & RT(Gr, X(C), (27i)" R)[—1].

Ya expliqué en dos palabras qué es RT'(Xg, Z(n)). El segundo complejo RI'¢(Gg, X(C), (271i)" R) es
la cohomologia GR = Z/2Z-equivariante de soporte comparto del espacio de puntos complejos X(C).
A saber, G actia por conjugacién sobre X(C) y sobre los coeficientes (27i)" R, asi que el complejo
RT¢(X(C), (27ti)" R) viene con una accién del grupo de Galois y se puede considerar la cohomologia de
grupos correspondiente. En este caso bien particular (dado que se trata de espacios vectoriales reales),

H(Gg, X(C), (27i)" R) = HL(X(C), (27i)" R)Cr,

6 Extraccién de los valores especiales

La férmula de clases de Dirichlet para {}(0), aparte de invariantes algebraicos, contiene un ntimero
real que es el regulador. En general, para obtener los valores especiales en s = 1, necesitamos un analogo
de reguladores para diferentes enteros # y para cualquier esquema aritmético X. Estos son los reguladores
superiores que fueron investigados entre otros por Armand Borel, Beilinson. Hoy en dia existen varias
construcciones, y yo uso una reciente que pertenece a Matt Kerr, James Lewis y Stefan Miiller-Stach (2006).
Para n < 0y Xc liso y cuasi-proyectivo su regulador produce un morfismo de complejos

Reg: RT(Xg,Z (n)) — RIp(Gr, X(C), (27ti)" R)[1]
Otra conjetura comun (pero también fuera de alcance en toda su generalidad) es la siguiente.
Conjetura B(X, n). El requlador induce un cuasi-isomorfismo
Reg": RT:(GR, X(C), (27ti)" R)[~1] = RHom(RT (X4, Z°(n)), R).

Con esta conjetura y la escisién del complejo Weil-étale con coeficientes reales, se obtiene un complejo
aciclico de espacios vectoriales

- = Hiy (X, Z(n)) ®R =% HY(X, Z(n)) 9R — - -
que nos da un isomorfismo canénico
A: R S (detz RTyo(X,Z(n)) ® R,

donde dety es el determinante de complejos en el sentido de Knudsen y Mumford (1976). Este es nada
mas un Z-médulo de rango 1, y la aplicacién de arriba lo encaja como un reticulo en R, lo que no suena
como una gran cosa, pero el encajamiento en cuestién es canénico.

Ahora estamos listos para formular la conjetura principal.

Conjetura C(X,n). Asumiendo L¢(Xg,n), B(X,n) y que {x(s) tiene una prolongacion meromorfa alrededor de
s = n < 0, el valor especial correspondiente viene dado por

M (n)™Y) - Z = detz RTw (X, Z(n))



. . ., Lo . *
(esto define el valor salvo el signo), y el orden de anulacion es la “caracteristica de Euler secundaria”

ords—y {x(s) = Y_(—1)"-i-rkg Hiy (X, Z(n)).
i€Z

7 ¢ A qué sirve todo esto?

Entonces, asumiendo varias conjeturas que estdn fuera de alcance, hemos formulado otra conjetura
mas... Esto se ve bastante deprimente, pero nuestro formalismo puede dar algunos frutos.

» 5i U — X < Z es una descomposicién abierto-cerrada, entonces estd claro que la funcién zeta
cumple

Cx(s) = Qu(s) - Cz(s).
Resulta que para nuestra conjetura,
C(X,n) < C(U,n)+C(Z,n).
= Tampoco es dificil ver que para el espacio afin relativo

Ay —— A

L

X —— SpecZ

se tiene

Tar(s) = Ix(s—r).
Y resulta que para nuestra conjetura,

C(A%,n) < C(X,n—r).

La conjetura C(X, 1) se conoce para ciertos casos bien especiales, pero usando las dos operaciones de
arriba uno puede producir mas esquemas para cuales la conjetura todavia no era conocida.

“Notamos que la caracteristica de Euler secundaria no es aditiva para tridngulos:
A—B—C#~ XSEC(B) = XSL’C(A) +Xsec(c)/

pero este invariante surge en varios contextos naturales (incluso topolégicos) cuando se trata de complejos aciclicos.
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