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...mathematics will perish before the end of this
century if the present trend for senseless
abstraction—I call it: theory of the empty
set—cannot be blocked up.

Carta de Siegel a Mordell sobre el libro de Lang
“Diophantine Geometry” (1964)

En los presentes apuntes no vamos a estudiar la teoria de categorias como tal, sino que veremos algunas
definiciones basicas e indispensables para cursos de algebra y geometria.

Laliteratura adicional recomendada son los libros de texto [Lei2014] y [Rie2017], el libro clasico [ML1998]
(escrito por uno de los fundadores de la teoria) y el manual en tres volimenes [Bor1994a, Bor1994b, Bor1994c].
El lector interesado en la perspectiva histérico-filoséfica, puede consultar [Mar2009] y [Kro2007].
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1 Definicion de categoria

1.1. Definicién. Una categoria € esta definida por los siguientes datos.
1) Una clase de objetos Ob(¥¢) que vamos a denotar por las letras X, Y, Z, ...
2) Conjuntos Hom (X, Y) de morfismos f: X — Y para cada par de objetos fijos X, Y € Ob(%€).
3) Una ley de composicién de morfismos
o: Home (X, Y) x Home (Y, Z) — Home (X, Z),
(f,8—gof.
Estos datos tienen que satisfacer los siguientes axiomas.

i) Para cada objeto X existe el morfismo identidad idyx: X — X que se comporta como la identidad res-
pecto a la composicién:
XL yvox M - x Ly,
Y2 yvex Ly =xL .
ii) La composicion es asociativa: para cualesquiera X,Y,Z, W eOb(E)Yy f: X—>Y,g: Y > Z, h: Z— W se
cumple
ho(gof) = (hog)of,

1.2. Comentario. Hemos dicho que tenemos una clase de objetos porque normalmente los objetos no for-
man un conjunto sino un “conjunto grande”. El ejemplo més bésico es la categoria donde los objetos son
conjuntos y los morfismos X — Y son aplicaciones entre conjuntos. Todos los conjuntos no forman un con-
junto. Por esto en una categoria se trata de una clase de objetos. Cuando los objetos forman un conjunto,
se dice que ¥ es una categoria pequena. La mayoria de las categoria interesantes que aparecen en la natu-
raleza no son pequenas.

1.3. Definicién. Se dice que una categoria € es una subcategoria de 2 si
1) los objetos de ¢ forman una subclase de los objetos de 2: para todo X € Ob C se tiene X € Ob D;

2) los morfismos en € son también morfismos en 2: se tiene Hom (X, Y) € Homg (X, Y) para cualesquie-
ra X,Y e Ob(¥);

3) la composicién de morfismos en € es la misma que en 2.

Si ademas Hom (X,Y) = Homg (X, Y) para cualesquiera X,Y € Ob(%¥), entonces se dice que € es una
subcategoria plena de 2.

1.4. Ejemplo. He aqui algunos ejemplos basicos de categorias que ya conocemos bien.

categoria objetos morfismos
Set conjuntos aplicaciones entre conjuntos
Top espacios topolégicos aplicaciones continuas
Haus espacios topolégicos Hausdorff aplicaciones continuas
Grp grupos homomorfismos de grupos
Ab grupos abelianos homomorfismos de grupos
Ring anillos homomorfismos de anillos
CRing anillos conmutativos homomorfismos de anillos
k-Vect espacios vectoriales sobre un cuerpo k aplicaciones k-lineales

k-vect  espacios vectoriales de dimension finita sobre k aplicaciones k-lineales



Todas las categorias de arriba pueden ser interpretadas como subcategorias de Set: sus objetos son con-
juntos con cierta estructura especial y los morfismos son aplicaciones que preservan las estructuras. La
categoria Ab es una subcategoria plena de Grp, la categoria de anillos conmutativos CRing es una sub-
categoria plena de la categoria de todos los anillos Ring. La categoria Haus es una subcategoria plena de
Top.

Los espacios vectoriales de dimension finita forman una subcategoria plena k-vect c k-Vect. A

1.5. Ejemplo. Un conjunto preordenado es un conjunto X dotado de una relacién < que satisface los
siguientes axiomas.

P1) Larelacién es simétrica: se tiene x < x para todo x € X.

P2) Larelacibn es transitiva: si x < y e y < z, entonces x < z.

En este caso se puede definir una categoria donde los objetos son los elementos de X y los morfismos
son
{x—y, six=xy,

Hom(x, y) := .
@, en caso contrario.

El axioma P1) nos da los morfismos identidad, mientras que el axioma P2) nos permite componer los mor-
fismos. A

1.6. Ejemplo. Si X es un espacio topolégico, se puede definir la categoria Abiertos(X) donde los objetos
son los subconjuntos abiertos U < X y los morfismos son

{U—-V}, siUcV,

Hom(U,V):= ..
@, en caso contrario.
A

1.7. Ejemplo. Los espacios métricos forman una categoria Met. Un objeto de esta categoria es un conjunto
X dotado de una distancia dy: X x X — R que satisface los axiomas habituales. Los morfismos f: X — Y son
las aplicaciones que preservan la métrica en el sentido de que

dy(f(x), f(y) =dx(x,y)

para cualesquiera x, y € X. A veces se considera la categoria mas grande Lipsch donde los morfismos son
las aplicaciones Lipschitz. Una aplicacién f: X — Y es Lipschitz si existe una constante C > 0 tal que

dy(f(x), f(y) =Cdx(x,y)

para cualesquiera x, y € X. Note que Met es una subcategoria de Lipsch. Puesto que toda aplicacion Lips-
chitz es continua, la categoria Lipsch puede ser vista como una subcategoria de Top. A

1.8. Ejemplo. Sea G un grupo fijo y X un conjunto. Se dice que G actiia sobre X por la izquierda, o que X
es un G-conjunto si esta definida una aplicacion

GxX—X,
(gx)—g-x

que satiface
1) 1-x=xparatodo x€ X,

2) g-(h-x)=(gh)-x para cualesquiera g,he Gy x€ X.



Un morfismo de G-conjuntos es una aplicacién f: X — Y que es compatible con la accién de G: se cumple
f(g-x)=g- f(x) para cualesauiera g € Gy x € X. En otras palabras, se pide que el diagrama

idx f
GxX —— GxY

l l

Xf)Y

sea conmutativo. Esto nos da una categoria G-Set. A

La aceptacion del lenguaje categorico se debe a que casi todas las estructuras en dlgebra y geometria dan
lugar a categorias, y muchas propiedades basicas son consecuencias formales de la teoria de categorias.

2 Isomorfismos, monomorfismos y epimorfismos

2.1. Definicion. Sea f: X — Y un morfismo en cualquier categoria.

1) fesunisomorfismo si existe otro morfismo f~': ¥ — X tal que f~'o f =idy y fo f~! =idy. (Ejercicio:
si existe, este f~! es inicamente definido por f.) En este caso escribimos X = Y.

2) f es un monomorfismo si para todo par de morfismos g,g’: Z — X tenemos
fog=fog' =g=¢;
en otras palabras, si para todo Z € Ob(%) la aplicacion
f«: Home(Z,X) - Homg (Z,Y),
g§—fog
es inyectiva.
3) f es un epimorfismo si para todo par de morfismos g,g’: Y — Z tenemos
gof=gof=>g=g;
en otras palabras, si para todo Z € Ob(%) la aplicacion
f*: Homg (Y, Z) - Homg (X, Z),
g—8of
es inyectiva.
Un monomorfismo se denota por — y un epimorfismo se denota por —.

2.2. Ejemplo. A todo grupo G se puede asociar una categoria BG donde hay un solo objeto =, hay un morfis-
mo g: = — * por cada elemento g € Gy la composiciéon go f corresponde al producto g f € G. En la categoria
BG todos los morfismos son isomorfismos. Reciprocamente, una categoria donde hay solo un objeto y todos
los morfismos son invertibles corresponde a un grupo.

Si no asumimos la existencia de morfismos inversos, una categoria con un objeto corresponde a un
monoide. Una categoria donde todas las flechas son invertibles, pero puede haber mas de un objeto, co-
rresponde a un grupoide. Los grupoides tienen papel fundamental en la topologia algebraica: en lugar del
grupo fundamental 7, (X, xo) (construido a partir de un punto fijo xy € X) es mas natural considerar el
grupoide fundamental IT; (X) (sin fijar x; € X). A



2.3. Observacion. Las composiciones de iso-, mono-, epimorfismos satisfacen las siguientes propiedades.
1) Sif: X—Yeg:Y— Zsonisomorfismos, entonces go f: X — Z es un isomorfismo.
2) Sim: X— Yym': Y — Z son monomorfismos, entonces m' o m: X — Z es un monomorfismo.
3) Sie: X—»Yye': Y —Zsonepimorfismos, entonces ¢ oe: X — Z es un epimorfismo.
4) Siparam: X — Y, f: Y — Z la composicion fom es un monomorfismo, entonces m es un monomorfismo.
5) Sipara f: X — Y, e: Y — Z la composicion eo f es un epimorfismo, entonces e es un epimorfismo.
Demostracion. Ejercicio para el lector. [ |
2.4. Observacion. Todo isomorfismo es automdticamente mono y epi.
Demostracion. Ejercicio para el lector. [ |

2.5. Ejemplo. En la categoria Set los isomorfismos, monomorfismos, epimorfismos son las aplicaciones
biyectivas, inyectivas, sobreyectivas respectivamente. A

En cualquier categoria donde los objetos son conjuntos con estructura adicional, y los morfismos son
aplicaciones que preservan esta estructura, un morfismo f: X — Y que es inyectivo en los conjuntos sub-
yacentes es un monomorfismo, y un morfismo f: X — Y que es sobreyectivo en los conjuntos subyacentes
es un epimorfismo. El reciproco no siempre se cumple: puede haber monomorfismos no inyectivos y epi-
morfismos no sobreyectivos.

2.6. Ejemplo. En la categoria de anillos Ring (resp. anillos conmutativos CRing) los isomorfismos son
precisamente los homomorfismos biyectivos. En efecto, si tenemos un homomorfismo de anillos f: R —
S que es biyectivo, entonces la aplicacién inversa f~': $ — R es automdticamente un homomorfismo de
anillos.

Los monomorfismos de anillos (resp. anillos conmutativos) son precisamente los homomorfismos in-
yectivos. Por ejemplo, sea f: R — S un homomorfismo de anillos que no es inyectivo. Esto quiere decir que
f(x) = f(x) para diferentes x, x’' € R. Definamos dos homomorfismos

g:ZIX]—R, Xw—x

y
g:ZIX]-R, X—x

(el anillo de polinomios Z[X] tiene la siguiente propiedad particular: para cualquier anillo R un homomor-
fismo Z[X] — R se define de manera tinica por la imagen de X y esta puede ser cualquier elemento de R).
Luego tenemos fog= fog’, aun cuando g # g'. Esto demuestra que f no es un monomorfismo.

Sin embargo, no todo epimorfismo de anillos (resp. anillos conmuativos) es necesariamente sobreyecti-
vo. Consideremos por ejemplo la inclusién f: Z — Q. Supongamos que go f = g’o f para algunos homomor-
fismos de anillos g,g’: @ — R. Luego, para todo { € Q se tiene

)t} -85 ¢ (2 2] - 20}

=¢(5) s0s(3) =2 (5) 6[o-3)=¢ (5) =4 5)

Entonces, g = g’. Esto nos da un ejemplo de un morfismo que es epi y mono pero no es iso. A



2.7. Ejemplo. Seria interesante ver algiin ejemplo de un monomorfismo que no es inyectivo. Recordemos
que grupo A es divisible si para todo xe Ay paratodo n=1,2,3,... existe y € A tal que

ny:=y+--+y=ux.

n

Por ejemplo, el grupo aditivo @ es divisible. Por otro lado, para todo homomorfismo de grupos abelianos
f: A— B donde A es divisible, se cumple que la imagen im f es también un grupo divisible. Esto implica
que si A es divisible, todo cociente A/B es divisible. Por ejemplo, el grupo Q/Z es divisible.

Esto nos da la categoria AbDiv de grupos abelianos divisibles, que es una subcategoria plena de la cate-
goria Ab. Dentro de esta categoria podemos considerar el homomorfismo canénico f: @ — Q/Z. Sea A otro
grupo divisible y sean g,g’: A — @ dos homomorfismos tales que fog = fog'. Afirmamos que g = g'. En
efecto, supongamos que g # g’, es decir h:= g— g’ # 0, mientras que foh = 0. Entonces, existe algin x € A tal
que h(x) # 0. Sin pérdida de generalidad, h(x) € Z\ {0} es un entero positivo (en el caso contrario podemos
reemplazar x por —x o multiplicarlo por un entero). Gracias a la divisibilidad de A, existe alglin y € A tal que

2-h(x)-y=x.
Aplicando h a la igualdad anterior, se obtiene la siguiente igualdad en Q:
2-h(x)-h(y) = h(x).
De aqui se sigue que h(y) = 1/2. Por tanto f(h(y)) #0 en Q/Z, lo que contradice el hecho de que foh=0. A

2.8. Ejemplo. Enlacategoria de grupos Grp (resp. grupos abelianos Ab) los isomorfismos son precisamente
los homomorfismos biyectivos. Si f: G — H es un homomorfismo biyectivo de grupos, entonces la aplicaciéon
inversa f~!: H — G es automaticamente un homomorfismo.

Los monomorfismos de grupos (resp. grupos abelianos) son los homomorfismos inyectivos. En efecto,
si f: G— H no es inyectivo, entonces f(x) = f(x') para diferentes x,x’ € G. Podemos considerar los homo-
morfismos

g8:72—G, 1—x
y

g:7z-G 1—%
(todo homomorfismo de grupos Z — G esta definido de modo tnico por la imagen de 1 que puede ser cual-
quier elemento de G). Ahora, fog= fog’, aunque g # g’, asi que f no es un monomorfismo.

Los epimorfismos de grupos (resp. grupos abelianos) son precisamente los homomorfismos sobreyecti-
vos; esto no es tan facil y no lo voy a probar . En la categoria de grupos abelianos Ab funciona el siguiente
truco. Sea f: A— B un homomorfismo de grupos abelianos que no es sobreyectivo. Lo Gltimo significa que
im f # By B/im f # 0. Podemos considerar el homomorfismo p: B — B/im f (la proyeccion sobre el grupo
cociente) y el homomorfismo nulo 0: B — B/im f que aplica todo en 0. Luego, po f =00 f, aunque p # 0, asi
que f no es un epimorfismo. Para los grupos no abelianos, este argumento falla: para un homomorfismo
f: G— Hlaimagen im f no tiene por qué ser un subgrupo normal de G si G no es abeliano. A

2.9. Ejemplo. Los isomorfismos en la categoria Top de espacios topoldgicos tienen nombre especial: son
los homeomorfismos. Note que no son simplemente morfismos biyectivos: una aplicacién continua f: X —
Y puede tener una aplicacién inversa f~': ¥ — X que no es continua.

Los monomorfismos de espacios topoldgicos son precisamente las aplicaciones continuas inyectivas. En
efecto, dada una aplicacion continua f: X — Y tal que f(x) = f(x') para algunos x # x’, podemos considerar
el espacio unipuntual {+} y dos aplicaciones g, g': {*x} — X dadas por

!/ /
gix—X, gi¥—X.

“Véase por ejemplo Linderholm, C.E. A group epimorphism is surjective. Amer. Math. Monthly 77, pp. 176—-177.



Tenemos go f = g’o f, mientras que g # g'.

Los epimorfismos de espacios topoldgicos son las aplicaciones continuas sobreyectivas. Para verlo, con-
sideremos una aplicacién continua f: X — Y tal que im f # Y. Sea {0,1} el espacio topoldgico de dos pun-
tos dotado de la topologia trivial (indiscreta). Sea g: Y — {0,1} la aplicacién que envia todo en 1y sea
g': Y —1{0,1} la aplicacién definida por

o)L yeimf,
g(y).—{o' y¢imf.

Ambeas aplicaciones g y g’ son continuas, puesto que la topologia sobre {0, 1} es trivial. Ahora go f=g'o f,
pero g#g'. A

2.10. Ejemplo. Consideremos ahora la categoria Haus de espacios Hausdorff. El mismo argumento de
arriba demuestra que los monomorfismos son precisamente las aplicaciones continuas inyectivas. Sin em-
bargo, el argumento sobre los epimorfismos no funciona: el espacio {0,1} con la topologia indiscreta no es
Hausdorff.

En realidad, los epimorfismos en Haus son las aplicaciones continuas f: X — Y con imagen densa (es
decir, im f = Y). Efectivamente, si f: X — Y es una aplicacién continua con esta propiedad, entonces si dos
aplicaciones g,g’: Y — Z satisfacen go f = g’o f, estas coinciden sobre im f, y por ende g = g’. Aqui estamos
usando la siguiente propiedad: cuando g,g’: Y — Z son dos aplicaciones continuas, Y es Hausdorffy gy g’
coinciden sobre un subconjunto denso de Y, entonces g =g'.

Enlaotra direccién, dado un epimorfismo f: X — Y entre dos espacios de Hausdorff, se puede comprobar
que im f = Y, pero el argumento es un poco més sutil” y prefiero omitirlo. A

2.11. Ejemplo. En la categoria k-Vect de espacios vectoriales sobre k, los isomorfismos, monomorfismos,
epimorfismos son las aplicaciones k-lineales biyectivas, inyectivas, sobreyectivas respectivamente. A

3 Funtores entre categorias

Les mathématiciens n’étudient pas des objets, mais
des relations entre les objets

Poincaré
Para relacionar diferentes categorias, sirve la nocién de funtor.
3.1. Definicion. Sean ¥ y 2 dos categorias. Un funtor (covariante) F: ¢ — 2 es una regla que
1) a cada objeto X de ¢ asigna un objeto F(X) de 2,
2) a cada morfismo f: X — Y en € asigna un morfismo F(f) =: f.: F(X) — F(Y) en 9;
de modo que se cumplen los siguientes axiomas:
a) F preserva los morfismos identidad: (idx). = idg(x) para cada X
b) F preserva la composiciéon de morfismos: (go f)« = g« o fa.
3.2. Observacion. Si f es un isomorfismo en €'y F es un funtor € — 9, entonces F(f) es un isomorfismo en 9.

Demostracion. Ejercicio para el lector. [ ]

*Véase http://math.stackexchange.com/questions/214045/


http://math.stackexchange.com/questions/214045/

3.3. Observacion. Si F: € — 2y G: 2 — & son dos funtores, entonces la composicion Go F: € — & (definida
como la aplicacion de F seguida por la aplicacion de G) es también un funtor. Esta composicion es asociativa.
También para cada categoria tenemos el funtor identidad 1d : € — € (que aplica un objeto X en el mismo objeto
X y un morfismo f en el mismo morfismo f). Esto es la identidad respecto a la composicion de funtores.

3.4. Comentario. Intuitivamente, todo esto significa que las categorias forman una categoria donde los
objetos son categorias y los morfismos son funtores entre ellas. Sin embargo, hay un pequenio detalle fasti-
dioso: seglin nuestra definicién, para dos objetos fijos X e Y los morfismos X — Y forman un conjunto. Sin
embargo, los objetos de una categoria no necesariamente forman un conjunto y por esto para dos categorias
€ vy 2 los funtores € — 2 no necesariamente forman un conjunto.

Sin embargo, las categorias pequenas (véase 1.2) forman una categoria. Esta se denota por Cat.

3.5. Ejemplo. Sea ¢ una categoria y X un objeto fijo. Para cada objeto Y podemos considerar el conjunto
de morfismos X — Y:
Y ~» Homg(X,Y).

Cada morfismo f: Y — Y’ induce una aplicacion f. definida por la composicién con f:

(Y ER Y) ~ (Home¢(X,Y) L, Home (X, Y").

X 25y

I
it %

Home (X, -): € — Set

<<

Todo esto define un funtor

—el morfismo identidad id: Y — Y obviamente induce el morfismo identidad
id,: Hom¢(X,Y) - Hom¢ (X, Y)

y para la composicién de morfismos Y Ly L.y tenemos (f'of)e = flo fe. A
3.6. Ejemplo. Para los espacios vectoriales sobre k, las aplicaciones k-lineales U — V también forman un
espacio vectorial sobre k, y en este caso se tiene un funtor

Hom, (U,-): k-Vect — k-Vect.

—escribimos “Hom,” en lugar de “Homy.vect” para subrayar que los valores no estan en Set, sino en k-Vect.
A

3.7. Ejemplo. Hay una serie de funtores tontos pero muy importantes: los funtores olvidadizos. Estos
funtores olvidan una parte de la estructura. Por ejemplo, todo espacio topoldgico, grupo, anillo, espacio
vectorial, G-conjunto, etc. es un conjunto. Esto nos da funtores como

Top — Set, Grp— Set, Ring— Set, k-Vect— Set, G-Set— Set, etc.

que asignan a cada objeto el conjunto subyacente y a cada morfismo la aplicaciéon entre conjuntos corres-
pondiente.

También se puede olvidar solo una parte de la estructura: por ejemplo, olvidar que un espacio es Haus-
dorff, que un grupo es abeliano, que un anillo es conmutativo, que en un espacio vectorial hay una multi-
plicacién por escalares:

Haus — Top, Ab— Grp, CRing— Ring, k-Vect— Ab, etc. A



3.8. Ejemplo. Sea k un cuerpo. A partir de un conjunto X se puede considerar el espacio vectorial k(X)
generado por los elementos de X. Esto define un funtor

Set — k-Vect.

En efecto, cada aplicacion entre conjuntos X — Y induce de modo funtorial la aplicacién k-lineal correspon-
diente k(X) — k(Y). A

3.9. Ejemplo. Para un anillo R consideremos el grupo de unidades (elementos invertibles) R*. Es facil
comprobar que para todo homomorfismo de anillos f: R — S se cumple f(R*) < S*, asi que tenemos un
funtor

(-)*: Ring — Grp. A

3.10. Ejemplo. Si consideramos grupos como categorias (véase 2.2), funtores corresponden a homomor-
fismos. A

3.11. Ejemplo. En topologia algebraica, a cada espacio X se puede asociar el conjunto 7 (X) formado por
las componentes conexas (por caminos). Esto es un funtor 7ny: Top — Set: una aplicacién continua X — Y
necesariamente envia los puntos de la misma componente conexa de X a la misma componente conexa de
Y.

El grupo fundamental ; (X, xo) es un funtor Top, — Grp. Aqui Top, es la categoria cuyos objetos son los
espacios topolégicos con un punto marcado; es decir, pares (X, xp) donde X es un espacio topolégico y
Xo € X. Los morfismos f: (X, xo) — (Y, yo) en esta categoria son las aplicaciones continuas f: X — Y tales que
f(x0) = yo. Resulta que el grupo fundamental es un invariante homotadpico de (X, xp). Esto puede ser expre-
sado diciendo que 7; es un funtor definido sobre la categoria HoTop, donde los objetos son los mismos,
pero los morfismos son las clases de equivalencia homotopica de aplicaciones continuas (X, xo) — (Y, yo).

Si queremos deshacernos de la eleccién del punto marcado, hay que considerar el funtor del grupoide
fundamental IT; que a cada espacio asocia un grupoide.

También se pueden definir los grupos de homotopia superiores 7, (X, xy) para cualquier n =2,3,4,5,...
En este caso son todos grupos abelianos, y se trata de una serie de funtores 7,,: Top, — Ab o HoTop, — Ab.
Sin embargo, el calculo de estos grupos es extremadamente dificil incluso para espacios sencillos como las
esferas: la estructura de los grupos 7, (S¥, ) es un problema muy profundo de matematicas, sin respuesta
sencilla y completa.

Los grupos de homologia H,(X) y cohomologia H,(X; A) (donde A es el grupo de coeficientes) son
invariantes homot6picos mas manejables y son también funtores Top, — Ab o HoTop, — Ab. A

Muy a menudo es ttil considerar funtores que cambian la direccién de los morfismos.

3.12. Definiciéon. Sean € y 2 dos categorias. Un funtor contravariante F: € — 2 es una regla que a
cada objeto X de € asigna un objeto F(X) de 2, y a cada morfismo f: X — Y en € asigna un morfismo
F(f)=:f*: F(Y) — F(X) en 9, de modo que

idy =idrc, (gof)"=f"og"

Para tratar los funtores covariantes y contravariantes de la misma manera, es ttil introducir la nocién
de categoria opuesta.

3.13. Definicion. Sea € una categoria. Entonces su categoria opuesta €°P es la categoria donde los obje-
tos son los mismos, pero un morfismo f°P: X — Y en €°P es un morfismo f: Y — X en ¥ y la composiciéon
esta definida por

g0 [P = (fog).
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3.14. Observacion. Un funtor contravariante F: € — % puede ser visto como un funtor covariante F: €°P — @
0F: %6 — 2°%.

3.15. Comentario. Muy a menudo se dice que un funtor F es contravariante y se escribe F: €°P — 2 para
subrayar que es contravariante. En realidad, como funtor definido sobre €¢°P, es covariante.

3.16. Ejemplo. Sea € una categoria e Y un objeto fijo. Para cada objeto X podemos considerar el conjunto
de morfismos X — Y:
Y ~~» Homg(X,Y).

Cada morfismo f: X — X’ induce una aplicacion f* por la composicién con f. Notemos que el tnico modo
sensato de definirla es de tomar un morfismo g: X’ — Y y componerlo con f: X — X':

(X L X ~  (Homeg(X,Y) LA Home (X, Y)).

y &L x

Home (—,Y): €°° — Set. A

Vemos que esto define un funtor

3.17. Ejemplo. Para dos conjuntos preordenados X y Y considerados como categorias (véase 1.5) un funtor
es una aplicacién f: X — Y que preserva la relaciéon <. A

3.18. Ejemplo. En 1.6 asociamos a todo espacio topoldgico X la categoria Abiertos(X). Si tenemos una
aplicacién continua f: X — Y, entonces por la definicion, f~!(U) es abierto en X para todo abierto U c Y.
Esto define un funtor f~!: Abiertos(Y) — Abiertos(X). A

3.19. Ejemplo. Para los espacios vectoriales sobre k, tenemos un funtor
Hom, (-, V): k-Vect’” — k-Vect.
En particular, el espacio vectorial dual define un funtor
(—)* :=Hom, (-, k): k-Vect’? — k-Vect. A
3.20. Observacion. La composicion de dos funtores contravariantes es un funtor covariante.

Demostracion. La direccion de los morfismos cambia a la opuesta dos veces.
A saber, si tenemos dos funtores contravariantes F: € — 2 y G: 2 — &, estos pueden ser vistos como
funtores F: € — 2°P y G: 2°P — &. Al componerlos, nos queda un funtor € — &. [ |

3.21. Ejemplo. El funtor del espacio doble dual
(=) :=(=)"o(-)*: k-Vect — k-Vect

es covariante. A
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3.22. Definicion. Sea F: € — 2 un funtor. Para cualesquera X, Y € Ob(¥) podemos considerar la aplicacién
de conjuntos

Hom (X,Y) — Home (F(X), F(Y)),
f=FN.

1) Silaaplicacion de arriba es inyectiva para cualesquiera X, Y € Ob(%), se dice que F es fiel.
2) Si es sobreyectiva para cualesquiera X,Y € Ob(%), se dice que F es pleno.

3) Si es biyectiva para cualesquiera X, Y € Ob(%), se dice que F es fielmente pleno o bien fiel y pleno .

3.23. Ejemplo. El funtor olvidadizo k-Vect — Set es fiel: diferentes morfismos entre espacios vectoriales
corresponden a diferentes aplicaciones entre conjuntos.

El funtor olvidadizo Ab — Grp es fiel y pleno: un homomorfismo de grupos abelianos es un homomor-
fismo de grupos.

Si consideramos grupos como categorias (véase 2.2), funtores fieles, plenos y fielmente plenos corres-
ponden a monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos. A

Hay miles de ejemplos interesantes de funtores. Toda construcciéon buena y canénica corresponde a un
funtor.

4 Transformaciones naturales entre funtores

If topology were publicly defined as the study of
families of sets closed under finite intersection and
infinite unions a serious disservice would be
perpetrated on embryonic students of topology.
The mathematical correctness of such a definition
reveals nothing about topology except that its basic
axioms can be made quite simple. And with the
category theory we are confronted with the same
pedagogical problem. The basic axioms <...> are
much too simple.

A better (albeit not perfect) description of topology
is that it is the study of continuous maps; and
category theory is likewise better described as the
theory of functors. <...> It is not too misleading, at
least historically, to say that categories are what
one must define in order to define functors, and
that functors are what one must define in order to
define natural transformations.

Peter Freyd, introduccién al libro
“Abelian categories” (1964)

Resumamos nuestra situacion. En las matematicas clasicas normalmente se estudiaban conjuntos do-
tados de cierta estructura. Por ejemplo, un espacio vectorial sobre k es un conjunto con estructura de grupo
abeliano y multiplicacion por los elementos de k que satisfacen ciertos axiomas, etc. El punto de vista ca-
tegérico supone que, en vez de estudiar elementos de cada objeto, hay que estudiar las aplicaciones entre
objetos. La definicion de categorias no menciona elementos que “pertenecen” a objetos y en realidad no
habla de aplicaciones: se trata solo de algunas flechas X — Y que se pueden componer formalmente. Otro

““Fully faithful” o “full and faithful” en inglés.
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nivel de razonamiento es de dar mds importancia no a las categorias particulares, sino a los funtores en-
tre categorias. Pero en realidad, la nocién mas importante no es la de categoria ni la de funtor, sino la de
morfismo entre funtores; estas son las transformaciones naturales.

4.1. Definicién. Sean €y 2 dos categoriasy sean F,G: € — 2 dos funtores entre ellas. Una transformacion
natural a: F = G entre F y G es una coleccion de morfismos ax: F(X) — G(X) en 2 para cada objeto X de
%€, tal que para cada morfismo X — Y en ¥ el siguiente diagrama en 2 es conmutativo:

FIX) —5 G(X)

F(f)l \LG(f)

F(Y) —— G(Y)
Si Fy G son dos funtores € — 2, vamos a usar la notacién
Nat(F,G) := {transformaciones naturales F = G}.

En general Nat(F, G) no es un conjunto porque a priori los objetos de ¢ y 2 no forman conjuntos.

4.2. Observacion. Si F,G, H son tres funtores € — 2y a: F= Gy : G= H son transformaciones naturales,
entonces la composicion o a: F = H definida como

(Boa)x:=Pxoax

es también una transformacion natural:

FOO -5 60 25 v

lF(f) lcm \LH(f)

FY) -5 6y 2% H)

Ademds, para cada funtor F existe la transformacion natural identidad 1dr: F = F definida por (Idp)x :=
F(idx) = idp(x) para todo X. Es la identidad respecto a la composicion de transformaciones naturales.

Todo esto nos permite decir cuando dos funtores son isomorfos.

4.3. Definicion. Se dice que dos funtores F,G: € — 2 son isomorfos si existen transformaciones naturales
a:F=>Gya':G=>Ftalesque a loa=Idpyaoa! =1dg.

La situacién de arriba es equivalente a tener una transformacién natural a: F = Gdondecadaay: F(X) —
G(X) es un isomorfismo.

4.4. Ejemplo. Para un espacio vectorial U tenemos la aplicacién de evaluacién que va de U a su doble dual:

evy: U—- U™,
u— (¢ — pu).

Esta aplicacién es natural en el sentido de que define una transformacién natural entre el funtor identidad
sobre k-Vect y el funtor (-)**: k-Vect — k-Vect. En efecto, dado una aplicacién lineal f: U — V, esta induce
primero la aplicacion
f*: V* - U*,
(: V—k)— (pof: U— k).
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Luego, pasando otra vez a espacios duales, se obtiene
(p: U= k)— (po f*: V" = k).

Tenemos que comprobar que el siguiente cuadrado conmuta:

De hecho, ambas aplicaciones evy o f y f** o evy asocian a un vector u € U el mismo elemento de V**
dado por

¢— o(f(w). A

4.5. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo y sea GL,(R) el grupo de las matrices invertibles de n x n con
coeficientes en R. Un homomorfismo de anillos f: R — S induce de modo funtorial un homomorfismo de
grupos

GL,(f): GLy(R) — GLx(S).

En otras palabras, se aplica f a cada entrada de una matriz. Entonces, tenemos un funtor
GL,: CRing — Grp.

Una matriz es invertible si y solamente si su determinante es invertible, y el determinante es un homomor-
fismo de grupos
det: GL,(R) — R™.

Ademas, el determinante es natural en el sentido de que cada homomorfismo de anillos f: R — S induce un
cuadrado conmutativo

dety

GLp(R) — R*

GL( f)l lf

GL,(S) ?ts) S
En conclusion, el determinante define una transformacién natural entre los funtores
GLjy, (-)*: CRing — Grp. A
4.6. Ejemplo. Tenemos funtores Home (X,—): € — Set y Hom¢ (-, Y): €°P — Set. Cada morfismo
X-X vy v-Y
induce transformaciones naturales
Home (X',—) > Home (X,-) Yy Homg(—,Y) = Home (-, Y).

Por ejemplo, en el primer caso, tenemos diagramas conmutativos

Home (X', Y) —~ Home (X, Y) X -Y) — X—-X'—7Y)
Home (X', Y) —2% Home (X, Y) X -Y—-Y) — X=X -Y Y

14



y el segundo caso corresponde a los mismos diagramas, salvo que la transformacién natural corresponde
a las flechas verticales. Todo esto significa que Hom(—,—) es un bifuntor, es decir es un funtor en dos
argumentos, y su comportamiento en un argumento es compatible con su comportamiento en el otro. A

4.7. Ejemplo. Sea {*} un conjunto unipuntual. El funtor Homge¢({*},—): Set — Set es isomorfo a Id: Set —
Set. En efecto, se ve que la biyecciéon em

Homget ({%}, X) = X,
f=r&

es natural en X.
De la misma manera, para espacios vectoriales, el funtor Hom, (k,—) es isomorfo a Id: k-Vect — k-Vect,
gracias al isomorfismo natural Hom (k, V) = V definido por f — f(1). A

5 Producto de Godement

5.1. Definicion.

= Sean ¥,2,& tres categorias;
= sean Fj, G; dos funtores entre €y 2,
= sean F», G, dos funtores entre 2 y &;

= sean a: F; > G1 Y B: F» = G, dos transformaciones naturales.
Todo esto puede ser expresado mediante el diagrama

F F,

TN

€ Ua 7 Uﬁ &

G G
Entonces, el producto de Godement de a y § es la transformacién natural
Bra: FroF = GyoG

definida como
(B*a)x = Pex) o Falax) = Go(ax) o Brx).

BB (X) —2 s E (G (X))

(Bra)x
BE 0 Be,x)

G2 (F1(X)) Ta)()) G2(G1(X))

(Este diagrama conmuta gracias a la naturalidad de g.)

*Roger Godement (1921-2016), matemadtico francés, miembro del grupo Bourbaki, conocido por sus contribuciones en analisis
funcional y libros expositivos, por ejemplo “Topologie Algébrique et Théorie des Faisceaux” (1958).
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5.2. Observacion. = a: F;oF) = G,o G es una transformacion natural: para todo morfismo f: X — X' en €
el diagrama

(B*a)
REX) 2% 6,610

F(Fy (f))l lGZ(Gl 62}

B(F(X") (m—a);?f G2(G1(X")

conmuta.

Demostracion. Consideremos el siguiente cubo:

F(ax)
Fy(Fy (X)), — > F>(Gi(X))
By(F() I BGI(f)
Fo(ayr) T
F(Fi(X) — > B(GIX ) Porcn
S~ \\\\(ﬁ*a)x
N Bry RN
\\\\\ ~ Golay) \\>\ ~
- o
Brroxn >~ G2 (F1 (X)) — > G2(G1(X)
Ga(F1(f) T Brary By
NN G2(Gi(f)
~ ) \\,L ~N )
G2 (F1 (X)) > G2(G1(X)

Ga(ayr)

Las caras izquierda y derecha, posterior y delantera conmutan por la naturalidad de §. La cara de arriba 'y
de abajo conmutan por la naturalidad de « (estas corresponden a los funtores F, y G, aplicados al cuadrado

de naturalidad). Podemos concluir que la seccién diagonal del cubo también conmuta.

5.3. Observacion. El producto de Godement es asociativo: para un diagrama

R

SN

o

N7

se cumple

G

F

SN
e 2 |p
N

G

Fs

TN
r

Gs

€ %

Y*P)xa=y=(pf*a.
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Demostracion. Ejercicio para el lector. [ ]

5.4. Observacion. Sean €,92,& tres categorias. Sean F, G, H funtores € — 2 y sean I, ], K tres funtores 2 — &.
Consideremos transformaciones naturales

a:F=>G, B:G=>H, o:I=], 71:]J=K

F I

m m

€ 9 &

D e N

H K
Entonces,
(Too) x (Boa)=(T*P)o(0o*a).
Demostracion. Ejercicio para el lector. [ |

Un caso muy especial es cuando una de las transformaciones naturales en cuestion es la identidad:

F G
% lu 2 s e

F H

en este caso se escribe simplemente
PoF: GoF= FoH.

Es la transformacién natural definida por

(BoF)x :=Prx-
De la misma manera, si § =1d
F H
€ la 2 lua e
G H

entonces se trata de una transformacion natural
Hoa: HoF=> HoG

definida por
(Hoa)x := H(ay).
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6 Funtores representables y el lema de Yoneda
Por fin estamos listos para demostrar el hecho mas importante de la teoria de categorias basica.
6.1. Proposicién (Lema de Yoneda").
1) Para cada X € Ob(€) y cada funtor covariante F: € — Set tenemos una biyeccion natural
Nat(Home (X, -), F) = F(X).

Aqui la naturalidad quiere decir que para cada morfismo f: X — X'y cada transformacion natural a: F =
G los siguientes diagramas son conmutativos:

Nat(Home (X,—),F) — F(X) Nat(Home (X, —), F) —— F(X)
f *\L lF HH aofl lax
Nat(Home (X, ), F) —— F(X') Nat(Home (X, —),G) —— G(X)

(f: X — X' induce una transformacion natural f*: Home (X’,—) = Home (X, -), y a su vez una aplicacion
entre conjuntos f*: Nat(Home (X, -), F) — Nat(Home (X', -), F) por la precomposicion; la transformacion
natural a: F = G induce un morfismo entre conjuntos Nat(Home (X, -), F) = Nat(Hom« (X, -),G) por la
poscomposicion con a.)

2) Para cada Y € Ob(€) y cada funtor contravariante F: €°P — Set tenemos una biyeccion natural
Nat(Home (-, Y), F) = F(Y).

Aqui la naturalidad quiere decir que para cada morfismo f: Y — Y'y cada transformacion natural a: F =
G los siguientes diagramas son conmutativos:

Nat(Home (-, Y),F) — F(Y) Nat(Home(—, V), F) —> F(Y)
T Troy w-| Lo
Nat(Home (—, Y'),F) — F(Y') Nat(Home (—, V),G) —— G(Y)

Demostracion. Veamos, por ejemplo, el caso contravariante. Dejo el caso covariante como un ejercicio al
lector. Tenemos que definir una biyeccion

Nat(Hom« (—,Y),F) = F(Y).

A partir de una transformacién natural a: Hom« (-, Y) = F debemos producir un elemento de F(Y). De
hecho, hay solo una posibilidad obvia: tenemos la aplicacién ay: Hom(Y,Y) — F(Y) y el Gnico elemen-
to que seguramente contiene el conjunto Home(Y,Y) es el morfismo identidad idy. Entonces, podemos
considerar

ay(idy) € F(Y).

Ahora bien, a partir de un elemento y € F(Y) tenemos que definir una transformacién natural

a’: Home (-, Y)=> F,

*Nobuo Yoneda (1930-1996) fue un matematico japonés, conocido principalmente por el lema que lleva su nombre. La leyenda
dice que Yoneda y Saunders Mac Lane, uno de los fundadores de la teoria de categorias, se encontraron en un café de la estacion de
Paris Norte y su conversacion continué en el tren de Yoneda justo antes de que este partiera. Fue en esta ocasion que Yoneda explicd
a Mac Lane su famoso lema. Gracias a esta coincidencia, Mac Lane formul6 el lema como lo conocimos hoy en dia y lo popularizé.
Después de su regreso a Japon, Yoneda trabajé en informatica, en particular en el lenguaje de programacién Algol.
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es decir, una familia de morfismos
ay: Homg (X,Y) — F(X).

Si tenemos un elemento f € Home(X,Y), entonces F nos da una aplicacién entre conjuntos F(f): F(Y) —
F(X). Podemos aplicar F(f) a y € F(Y) para obtener un elemento de F(X):

ay () :=F(N).
Hay que verificar varios detalles.

1) a§ define una transformacion natural &’ : Hom (-, Y) = F.Enefecto, paracada f: X — X' tenemos
un diagrama conmutativo

y
Home (X, V) —2X3 F(X) ho f —— F(ho f)(y) = F(f) o F(h)(y)
O 1
Home (X', Y) — F(X" h+— F(W(y)
a

X/

2) Las correspondencias que hemos definido dan una biyeccién entre los conjuntos Nat(Home (-, Y), F)
y F(Y).

Si tenemos una transformacién natural a: Home (-, Y) = F, entonces el elemento correspondiente de
F(Y) es ay(idy). Luego, a partir de ay(idy) se construye la transformacién natural

Home (X,Y) — F(X),
f—F(f)oay(idy).

Pero a es natural, de donde

F(floay(dy) =axo f*(idy) = ax(f).

Homy (Y,Y) —X3 E(Y)

| lﬂf’

Homy (X,Y) —— F(X)

A partir de y € F(Y) se construye una transformacién natural ai'(: Home (X, Y) — F(X) definida por
a% (f) = F(f)(). Luego, se recupera el elemento a3, (idy) = F(idy)(y) = idgy) () = y.

3) La biyeccion es natural. Primero, hay que ver que el siguiente diagrama conmuta:

Nat(Home(—, V), F) ——> F(Y)

rT TFm

Nat(Home (-, Y"),F) —— F(Y")

En efecto, para una transformacion natural a: Home (-, Y') = F tenemos
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a(fo-) —— ay(foidy) =ayo f*=F(f)oay (idy)

I I

a > ayr(idyr)

Aqui una vez mas usamos la naturalidad de a:

Home (YY) —X% F(Y)

f*T TF( n

Homcg(Y/,Y/) a—y[} F(Y’)

Comprobemos ahora la conmutatividad del diagrama

Nat(Home (-, V), F) —— F(Y)

ao_l locy

Nat(Home(—, V),G) —— G(Y)

En efecto, para una transformacién natural §: Home (-, Y) = F tenemos

B —— PBx(idx)

! !

aoffi —— (aof)x(idx) = ax(Bx({dx))

El siguiente es un caso particular del lema de Yoneda cuando F es el funtor covariante Home (X,-) 0 el
funtor contravariante Home (-, Y).

6.2. Corolario (Encajamiento de Yoneda).
1) Para cualesquiera X, X' € Ob(€) tenemos una biyeccion natural

Nat(Home (X, —), Home (X', —)) = Home (X', X).

2) Para cualesquiera Y,Y' € Ob(%€) tenemos una biyeccion natural

Nat(Home (-, Y),Home (—, Y')) = Home (Y, Y').

El Gltimo resultado puede ser interpretado de la manera siguiente. Si 6 es una categoria pequena, en-
tonces para dos funtores F,G: €°P — Set las transformaciones naturales Nat(F, G) forman un conjunto. Por
lo tanto podemos considerar la categoria

% :=Fun(¢°P, Set),

llamada la categoria de prehaces sobre €, cuyos objetos son los funtores F: €°P — Set y cuyos morfismos
son las transformaciones naturales F = G. El lema de Yoneda nos dice que tenemos un funtor
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Y€ —C,
X’_’ H0m<g(—,X),

que es fiel y pleno, lo cual quiere decir que para cada par de objetos X, X’ tenemos una biyeccién

Home (X, X') = Homg (% (X), % (X)),
[=% .

En consecuencia la categoria ¢ puede ser vista como una subcategoria plena de la categoria mas grande
€. El funtor & recibe el nombre de encajamiento de Yoneda y tiene un rol fundamental en algebra y
geometria. De modo similar, tenemos la versién contravariante

% . €°°P — Fun(%, Set),
X — Home (X, —).

6.3. Corolario.

1) Si F =2 Homg(X,-): € — Set para algtin objeto X, entonces X estd definido de manera tinica salvo iso-
morfismo tinico.

2) Si FZHomeg(—,Y): €°P — Set para algtin objeto Y, entonces Y estd definido de manera tinica salvo iso-
morfismo tinico.

Demostracion. Por ejemplo, supongamos que
Home (X,-) = F = Homeg (X', ).
Este isomorfismo de funtores corresponde a un par de transformaciones naturales
a: Homg (X, —) = Horn<g(X',—), B: Homcg(X’,—) = Home (X, —)
tales que

Boa=IdHomy(x,-), a@°B=IdHomy(x',)-
Por el encajamiento de Yoneda, a y 8 corresponden a morfismos f: X' — Xy g: X — X' tales que go f =idx

y fog=idy.
L Homatxo )
1d C Home (X, —) Hom« (X', -) Id
p

f
%
4 X X' Did
g [ |
6.4. Definicion. Siparaun funtor F: € — Set (resp. F: €°P — Set) tenemos un isomorfismo F = Home (X, -)
(resp. F = Hom (—, X)) para algiin objeto X € Ob(%), se dice que F es un funtor representable , y que F es
representado por X. (Por el lema de Yoneda, este X es Ginico salvo isomorfismo.)

Los funtores representables son un pilar de las matematicas modernas porque muchas construcciones
universales pueden ser formuladas en términos de representabilidad. El lema de Yoneda tiene el privilegio
de ser uno de los resultados mds tautoldgicos y profundos al mismo tiempo.

Ejemplos interesantes de funtores representables van a surgir mas adelante.

“En el caso contravariante F = Home (-, X): €°P — Set algunos autores dicen que F es correpresentado por X, pero yo no voy a
usar esta terminologia.
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7 Funtores adjuntos

Sea V un espacio vectorial dotado de un producto escalar (-, -). Recordemos que dos operadores A: V — V
y A*: V — V son adjuntos si para cualesquiera vy, v, € V se cumple

(Avy, v2) = (v1, A" v2).
Algo parecido existe en la teoria de categorias: es la nocion de funtores adjuntos.

7.1. Definicién. Sean F: € — 2y G: 2 — ¢ dos funtores. Se dice que F es adjunto por la izquierda a G
y que G es adjunto por la derecha a F si para cualesquiera X € Ob(%) e Y € Ob(2) tenemos una biyeccion
natural N

®xy: Homg (F(X),Y) — Home (X, G(Y)).

La naturalidad quiere decir que para X fijo la biyeccién
@y _: Homg (F(X),—) = Home (X, G(-))

es un isomorfismo de funtores 2 — Set, y para Y fijo la biyecciéon

®_y: Homg(F(-),Y) — Home (-, G(Y))
es también un isomorfismo de funtores €°P — Set.

7.2. Ejemplo. Los funtores adjuntos aparecen en varios contextos en dlgebra y geometria. Lamentable-
mente, no tenemos bastante tiempo para ver muchos ejemplos; aqui sugiero algunos y dejo los detalles
como ejercicios al lector.

1) Tenemos el funtor olvidadizo k-Vect — Set que para cada espacio vectorial V “olvida” su estructurayle
asocia el conjunto subyacente. A cada conjunto X se puede asociar el espacio vectorial k(X) generado
por X; es decir, el espacio cuya base corresponde a los elementos de X. En este caso toda aplicacién
lineal f: k(X) — V se define de manera Unica por los imagenes de los elementos de la base.

X — kKX)

A
|
=i

-

14
Esto nos da una biyeccién natural
Homyvect (k(X), V) = Homget (X, V).
Luego, el funtor k(-) es adjunto por la izquierda al funtor olvidadizo k-Vect — Set.

2) El funtor olvidadizo G-Set — Set tiene un funtor adjunto por la izquierda Set — G-Set que a cada
conjunto X asocia el conjunto G x X con la accién de G mediante g- (k, x) := (gh, x). Hay una biyeccién
natural

Homg_get (G x X, Y) = Homget (X, Y).

3) Para cada conjunto fijo X tenemos el funtor
—x X: Set — Set

que asocia a un conjunto Y el producto Y x X ya una aplicaciéon entre conjuntos f: ¥; — Y, laaplicacién
fxid: Y1 x X — Y» x X. Este funtor es adjunto por la izquierda al funtor

(—)% := Homget (X, —): Set — Set.
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4)

5)

En otras palabras, tenemos una biyeccién natural
Homget (Y x X, Z) = Homget (Y, Z%).
En efecto, a una aplicacion f: Y x X — Z se puede asociar una aplicaciéon Y — zZX definida por
y— (x— f(y,x).
Viceversa, toda aplicacion g: ¥ — Z* nos da una aplicacion Y x X — Z definida por

%) — (g(M)(x).

Si X es un espacio topolégico, podemos olvidar su topologia y considerar a X como un conjunto. Esto
define el funtor olvidadizo
Olv: Top — Set.

Un funtor adjunto a Olv debe ir en la otra direccién: para un conjunto X definir alguna topologia sobre
el mismo. De hecho, hay dos modos canénicos de hacerlo: definir sobre X la topologia discreta, donde
cada subconjunto U < X es abierto, o la topologia indiscreta, donde los tinicos subconjuntos abiertos
son @ y X. Esto define dos funtores diferentes

Discr,Indiscr: Set — Top.
Resulta que Olv es adjunto por la izquierda a Indiscr y por la derecha a Discr:

Homget (O1v(X),Y) = Homep (X, Indiscr(Y)),
Homop(Discr(X), Y) = Homget (X, O1u(Y)).

Esto es otro modo de decir que si Y lleva la topologia indiscreta, entonces cualquier aplicaciéon X — Y
es continua. Si X lleva la topologia discreta, entonces cualquier aplicacion X — Y es continua.

Tenemos el funtor de inclusion de la categoria de grupos abelianos en la categoria de grupos:
i: Ab — Grp.

Un funtor adjunto a i debe construir un grupo abeliano a partir de un grupo G de manera canénica.
Como sabemos, tenemos que considerar la abelianizacion:

G :=G/[G,G).
Aqui [G, G] es el subgrupo conmutador: el subgrupo generado por todos los conmutadores:
(G,G):=([x,y]:=xyx 'y | x,yeG).

Es un subgrupo normal, y por ende se puede pasar al grupo cociente G/[G,G] que sera abeliano. La
abelianizacion tiene la siguiente propiedad universal: todo homomorfismo f: G — A donde A es un
grupo abeliano se factoriza de modo tinico por G’:

¢ — 5 a

(va que A es abeliano, todos los conmutadores estan en el nidcleo de f).
La abelianizacién es un funtor Grp — Ab que es adjunto por la izquierda a i:

Homap (G™, A) = Homgyp (G, i (A)).
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6) Si R esun anillo, entonces sus unidades (elementos invertibles) forman un grupo R*. Esto nos da un
funtor
(=)*: Ring — Grp.

Un funtor adjunto debe construir cierto anillo a partir de un grupo G de manera canédnica. Es la cons-
truccion del anillo Z[G] que consiste de las sumas finitas formales Yz n¢ g, donde la multiplicacion
esta definida por la distributividad y la multiplicacién en G. Esto es un funtor

Z[-]: Grp — Ring,
que es adjunto por la izquierda a (-)*:
Homging(Z[G], R) = Homgyp (G, R¥). A
Los funtores adjuntos estan relacionados con los funtores representables de la siguiente manera.
7.3. Proposicion.
1) Para un funtor F: € — 9 existe un adjunto por la derecha si y solamente si para todo Y € Ob(2) el funtor

Homg (F(-),Y): €°P — Set,
X — Homg (F(X),Y)

es representable, es decir isomorfo a Home (—, X') para algtin X' € Ob(%).
2) Para un funtor G: 2 — <€ existe un adjunto por la izquierda si y solamente si para todo X € Ob(%€) el funtor

Hom« (X, G(-)): 2 — Set,
Y — Home (X, G(Y))

es representable, es decir isomorfo a Homg (Y',—) para algtin Y' € Ob(2).

Demostracion. Por ejemplo, veamos la primera parte. Si F es adjunto por la izquierda a G, entonces para
todo Y € Ob(2) tenemos un isomorfismo natural

®_y: Homg(F(-),Y) = Homg (-, G(Y))

y X' := G(Y) representa el funtor Homg (F(-), Y). Reciprocamente, supongamos que para todo objeto Y €
Ob(2) tenemos isomorfismos de funtores

®_y: Homg (F(-),Y) = Home (-, X').

Sea G(Y) := X'. Un morfismo f: Y; — ¥, en 2 induce una transformacién natural entre funtores

Home (-, X) = Homg (F(-), Y1) L Homyg (F(-), Y2) = Home (-, X3),

que por el encajamiento de Yoneda (6.2) corresponde a un tinico morfismo X; — X;. Esto define un morfismo
G(f): G(X1) — G(X), y se ve que definido de esta manera, G es un funtor 2 — €. [ |

7.4. Proposicion (Uno de los adjuntos define al otro, salvo isomorfismo).
1) Si F: € — 9 es adjunto por la izquierda a dos funtores G,G': 2 — €, entonces G = G'.

2) Si G: 9 — € es adjunto por la derecha a dos funtores F,F': € — 9, entonces F= F'.
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Demostracion. Demostremos la primera parte; la segunda es idéntica. Si tenemos biyecciones naturales
®xy: Homg (F(X),Y) = Homeg (X, G(Y)), ®yy: Homg (F(X),Y) = Home (X, G (Y)),
entonces los isomorfismos de funtores

@', 0®”",: Home (-, G(Y)) = Hom (-, G'(Y))

bajo el lema de Yoneda (6.3) corresponden a isomorfismos ay: G(Y) =Nele’s) para cada Y. Notamos que los
diagramas

Homg (F(X),Y)
(7.1) Dxy Py

n
n

Home (X, G(Y)) > Home (X, G'(Y)

ay s

conmutan.
Para obtener un isomorfismo de funtores G = G/, falta verificar que los ay definen una transformacién
natural, es decir que para cada morfismo f: Y — Y’ el siguiente diagrama es conmutativo:

GY) — G'(V)

G(f )\L lG' )

GY) o G'(Y)

Pero, también gracias a Yoneda, este diagrama es conmutativo si y solamente si para todo X el diagrama

Home (X, G(Y)) —% Home(X,G'(Y))

G(f)*l lG'(f)*

Home (X, G(Y")) TR Home (X, G'(Y")

es conmutativo. Gracias a la naturalidad de las biyecciones @y, _ y @, _, en el siguiente cubo

Homg (F(X),Y) i y Homg (F(X),Y)

n

Dxy ‘ ol

Ay« Xy
l *

Home (X, G'(Y)) f
G(f)x Homg (F(X),Y")

Home (X, G(Y))

~

> Homg (F(X),Y")

n

G'(f)« =
Dy @'

Home (X, G(Y")) Home(X,G'(YY)

~

Qyry,

la cara izquierda y derecha conmutan; las caras de arriba y de abajo conmutan por (7.1), y la cara posterior
conmuta trivialmente. Entonces, se puede concluir que la cara delantera conmuta. [ |

25



Los funtores adjuntos tienen muchas propiedades utiles. Una de estas es preservaciéon de mono- y epi-
morfismos.

7.5. Proposicion. Sea F: € — 2 un funtor adjunto por la izquierda a G: 2 — €. Entonces,

1) F preserva epimorfismos: para todo epimorfismo f: X — X' en € el morfismo F(f): F(X) — F(X') es un
epimorfismo en 2;

2) G preserva monomorfismos: para todo monomorfismo g: Y — Y' en @ el morfismo G(g): G(Y) — G(Y")
es un monomorfismo en €.

Demostracion. Por ejemplo, en 1), para un objeto Z € Ob(2), consideremos el diagrama conmutativo

Home (X', G(2)) —— Home(X, G(2))

;l o lz

Homg (F(X'), Z) F—> Homg (F(X), Z)

Si f es un epimorfismo, entonces la flecha f* es inyectiva, y luego F(f)* es también inyectiva. La inyectivi-
dad de F(f)* para cualquier Z precisamente significa que F(f) es un epimorfismo. La parte 2) se deja como
un ejercicio. [ ]

8 Unidad y counidad de una adjuncién

A veces es ttil otra descripcién de adjuncién de funtores.

8.1. Proposicion. Consideremos una adjuncion
Homg (F(X), Y) = Home (X, G(Y)).
En particular, tenemos

Homg (F(X), F(X)) = Home (X, GF (X)),
Homg (FG(Y),Y) = Hom¢ (G(Y), G(Y)).

1) Seanx: X — GF(X) el morfismo que corresponde al morfismo identidad id: F(X) — F(X) bajo la primera
biyeccion.

2) Seaey: FG(Y) — Y el morfismo que corresponde al morfismo identidad id: G(Y) — G(Y) bajo la segunda
biyeccion.

Entonces los nx definen una transformacion natural Id¢ = GoF (la unidad de la adjuncion) y los ¢y definen
una transformacion natural F o G = Idg (la counidad de la adjuncién), y la adjuncion puede ser escrita como

Homg (F(X),Y) = Home (X, G(Y)),

FX L v)— x 2% 6roxn S 6vy),

FX) 28 Foy) L y) < (X £ G(Y).

Demostracion. Por ejemplo, para ver que nx: X — GF(X) define una transformacién natural, tenemos que
ver que los siguientes diagramas son conmutativos para cada morfismo g: X — X’:
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X X GF(X)

gl/ lGF 8

X' —— GF(X))
Ub'd

De hecho, por la definicién de nx y la naturalidad de adjuncién, tenemos el diagrama conmutativo

Homg (F(X), F(X)) —= Home (X, GF(X)) idpyy ————— nx
F(g)o—l lGF(g)o— :[ :[

Homg (F(X), F(X")) —— Homg (X, GF(X")) F(g) —— GF(g)onx=nxog
] - i i

Homg (F(X"), F(X")) —— Hom (X', GF(X")) idpy —— ny

De modo similar, todo f: F(X) — Y nos da el diagrama conmutativo

Homg (F(X), F(X)) — Home (X, GF(X)) idpy —— nx
-l [
Homg (F(X),Y) — Home (X, G(Y)) f——— G(f)onx

Luego, f corresponde a G(f)onx. La verificaciéon de que ¢ es una transformacién natural Fo G = Idg y

que g: X — G(Y) corresponde a ey o F(g) es similar.

8.2. Proposicion. Sea F: € — 2 un funtor adjunto por la izquierda a G: 9 — €. Entonces

1) la unidad de la adjuncién nx: X — GF(X) es un monomorfismo para todo X € Ob(€) siy solamente si F es

fiel;
2) la counidad de la adjuncion ey : FG(Y) — Y es un epimorfismo para todo Y € Ob(2) si y solamente si G es
fiel.
Demostracion. Para todo morfismo f: X’ — X, bajo la adjuncién a F(f) corresponde el morfismo nxo f:
Homg (F(X), F(X)) ; Home (X, GF (X)) idpxy —— nx
] oo T ]
Homg (F(X), F(X)) —— Homg (X', GF(X)) F(f) /—— nxof

De la misma manera, para todo g: Y — Y’, a G(g) corresponde el morfismo goey:

Homg (FG(Y),Y) —— Home (G(Y),G(Y)) ey — idg)
go—l lG(g)o— I I
Homg (FG(Y),Y") — Hom (G(Y),G(Y") goey — G(g)

Tenemos aplicaciones entre conjuntos
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Home (X', X) —% Home (X, GF(X)) —— Homg (F(X"), F(X))
fi > Nxof | > F(f)

Homg(Y,Y") L} Homg (FG(Y),Y") i} Home (G(Y),G(Y"))

gt > go€y | > G(8)

nx €s mono para todo X € Ob(%) si y solamente si la aplicaciéon nx. de arriba es inyectiva para todo
X, X' € Ob(%¥), si y solamente si F es fiel. Asimismo, ¢y es epi para todo Y € Ob(2) si y solamente si la
aplicacion e}, es inyectiva para todo Y, Y’ € Ob(2), siy solamente si G es fiel. [ |

8.3. Ejemplo. Consideremos la adjuncién entre la consruccion de k-espacios vectoriales generados por un
conjunto y el funtor olvidadizo k-Vect — Set. El funtor X ~ k(X) es obviamente fiel: diferentes aplicaciones
entre conjuntos X — Y inducen diferentes aplicaciones lineales k(X) — k(Y). Esto implica que la unidad
de la adjuncién nx: X — k(X) es inyectiva para todo X. En efecto, nx es simplemente la inclusién de los
generadores en k({X). A

9 Caracterizacion de adjunciones por las identidades triangulares

9.1. Proposicion (Identidades triangulares). Sean F: € — 2 y G: 2 — € dos funtores adjuntos y sean
n: Idg = GoF ye¢: FoG=1dg la unidad y counidad correspondiente. Entonces, se cumplen las identidades

9.1) (€oF)o(Fon)=Idg, (Goe€)o(noG)=1dg.
Fon 170G,
F —— FGF G —> GFG
9.2 o o
-2 N N
F G

Aqul’ (eoF)x:= €F(X)s (FOT))X = F(T]X); (1’) oGy = NG(Y)s (Goe€)y :=Gl(ey) (véase §5)
Las formulas (9.1) se conocen como las identidades triangulares.

Demostracion. Segun 8.1, la biyeccién de adjuncion viene dada por

Oxy: Homg(F(X),Y) =Home (X, G(Y)),

FX) L vy = x 2 6roo L Gy,

Fo0 28 Fo(v) £ v) < (x £ Gy)).

Los diagramas (9.2) significan que para todo objeto X € Ob(%¥) y todo objeto Y € Ob(2) se tiene

FO 2% EGEOO) GY) 2% GFG(Y)
k lEF(X) k‘ lG(Cy)
F(X) G(Y)
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Efectivamente, para el morfismo idgx): F(X) — F(X) se cumple
idrx) = Px e © Px, o0 (dF00) = Py e (GdEen) 0 NEx) = Px g (idGFo) 0N Fx)
= 0500 ME0) =NFx) © F(x),
y para idg(y): G(Y) — G(Y) se cumple
ida(y) = o),y © Py, y (i) = P,y (€y o Flidgy))) = o,y (€y o idrgx)
=P,y (€y) = Gley) ongy)-
]

Las unidades triangulares nos dan una caracterizacion de adjunciones que puede ser usada como una
definicion alternativa.

9.2. Proposicion. Sean F: € — 2y G: 2 — 6 dos funtores y sean n: Id¢ = GoF y ¢: Fo G = Idg dos trans-
formaciones naturales que cumplen las identidades triangulares

(eoF)o(Fon) =Idr, (Goe€)o(noG)=1dg;

es decir,
erx)oFinx) =idx, G(ey)ongy) =idy

para cualesquiera X € Ob(€), Y € Ob(2). Entonces, F es adjunto por la izquierda a G.

Demostracion. Necesitamos definir una biyeccién natural
Oxy: Homg (F(X),Y) = Home (X, G(Y)).
Las consideraciones de arriba sugieren que hay que poner
Dxy(f):=G(f)onx, Oyy(g)=eyoF(g).
Estas aplicaciones son mutualmente inversas:
DYy @xy () = D3} (G(f)onx) =€y o F(G(f)onx) =€y o FG(f) o F(nx) = foepx) o Fnx) = f.
Aqui hemos usado la naturalidad de e:

€F(X)

FGF(X) — F(X)

De modo similar,
Dxy (@Y (8)) = Pxy(ey o F(8)) = Gley o F(g)) onx = Gley) o GF(g) onx = Gley) onG(v)° 8 = &

usando la naturalidad de 7:
X — 5 GF(X)

gl lGF (&)

G(Y) nG—m) GFG(Y)
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Falta ver que la biyecciéon ® xy definida de esta manera es natural. La naturalidad en X quiere decir que para
todo morfismo h: X' — X el diagrama

Homg (F(X),Y) — % Home (X, G(Y))

o] I

Homg (F(X"),Y) Y Home (X', G(Y))
X'y
conmuta. En efecto,
B o®xy(h) =h*(G(flonx)=G(flonxoh

y
@xry o F(W)*(f) = Dxry(foF(h) =G(foF(h)onx = G(f)oGF(h)onx:.

Tenemos nx o h = GF(h) onx gracias a la naturalidad de 7n:

x X GF(X')

hl \LGF(h)

X T) GF(X)

Para comprobar la naturalidad en Y, sera mejor usar la aplicacién inversa cD;(lY y comprobar que para
todo h: Y — Y' el diagrama

q)—l
Home (X, G(Y)) —2% Homg (F(X),Y)

Home (X, G(Y")) =i Homg (F(X), Y")

Xxy'

conmuta. Tenemos
hy o ®yYy(g) = hy(ey o F(g)) = hoey o F(g)

y
D3 0 G (§) = Dy (Glh) 0 g) = yr 0 F(G(h) 0 §) = eyr 0 FG(h) o F(g),

y nos queda notar que hoey =€y o FG(h):

FG(Y) — X s vy

FG(h)\L lh

FG(Y') —— Y’

10 Caracterizacion de funtores adjuntos en términos de propiedades uni-
versales

10.1. Observacion (Propiedad universal de la unidad y counidad). Sean F: € — 2 y G: 2 — € dos
funtores adjuntos y sean n: Id¢ = GoF ye: Fo G = 1dg la unidad y counidad correspondientes.
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1) Para todo morfismo f: F(X) — Y existe un morfismo tinico f: X — G(Y) tal que ey o F(f) = f:

F(X) ! > Y

FG(Y)

2) Para todo morfismo g: X — G(Y) existe un morfismo tnico g: F(X) — Y tal que G(§) onx = g:

g

X > G(Y)
m %@
GF(Y)

Demostracion. Sigue del hecho de que la biyeccién de adjuncién viene dada por

Homg (F(X),Y) = Home (X, G(Y)),

f=F=G(frenx,
g:=eyoF(g)—g

—véase 8.1. -
Resulta que cada una de las propiedades universales de arriba caracteriza una adjuncién.
10.2. Proposicion.

1) Sea F: ¢ — 2 un funtor. Supongamos que para todo Y € Ob(2) existe un objeto G(Y) y un morfismo
ey: F(G(Y)) — Y que satisfacen la siguiente propiedad universal: para todo morfismo f: F(X) — Y existe
un morfismo tnico f: X — G(Y) tal que el diagrama de abajo conmuta:

F(X) ! > Y

FH /'

F(G(Y))

Entonces, G: Y ~ G(Y) define un funtor adjunto por la derecha a F y ¢ es la counidad de la adjuncion.

2) Sea G: 2 — € un funtor tal que para todo X € Ob(¥) existe un objeto F(X) € Ob(2) y un morfismo
nx: X — G(F(X)) que satisfacen la siguiente propiedad universal: para todo morfismo g: X — G(Y) existe
un morfismo tinico g: F(X) — Y tal que el diagrama de abajo conmuta:

X 8 s G(Y)

o
nx -7 G®

G(F(X))

Entonces, F: X ~ F(X) define un funtor adjunto por la izquierda a G y n es la unidad de la adjuncién.

Demostracion. Por ejemplo, analicemos el segundo caso.
Primero, hay que ver que F es un funtor. Para definir F sobre las flechas, para un morfismo ¢: X — X’
consideremos la composicién nx o¢: X — GF(X’'). Entonces, existe un morfismo tnico

F(¢):=nxo¢p: F(X)— F(X")

31



tal que
GF(@)onx=nx0¢.
Esto serd nuestra definicién de F(¢).

X Ml » G(F(X))

T
x -7 GF@)

G(F(X))

En particular, si X = X' y ¢ =idy, entonces
F(idx) =idrx)

por la unicidad. Ahora para ¢: X — X' yy: X' — X" el morfismo F(y): F(X') — F(X") es el inico morfismo
caracterizado por

G(F(’u/)) Onxr = ’I”XH 0'[//
y F(yo¢): F(X) — F(X") es el Gnico morfismo caracterizado por

G(F(yod)onx =nxroyod.
Pero las férmulas de arriba y la funtorialidad de G nos dan
nxrowod=GEFW))onyx op=GFW))oGF(P)onx =GF)oF(Pp))onx,

asi que
F(yo¢d) =F(y)oF(¢).
Para ver que nx: X — GF(X), hay que comprobar que para todo morfismo ¢: X — X’ el cuadrado

X X GFX)

(,bl lGF (@)

X' —— GFX')
Ub'd

conmuta. Pero esto se cumple por nuestra definiciéon de F(¢).
Por fin, hay que verificar que

Home (X, G(Y)) — Home (F(X), Y),
g§—8

es una biyeccién natural.
Si tenemos g7 = g2, entonces G(g1) = G(g2) y por lo tanto g; = g»:

81 N
X ¢ G(Y)

\ 82 P
x -7 GEDN=G(&)

G(F(X))

Esto prueba que laaplicacion g — g es inyectiva. Para ver que es sobreyectiva, notamos que para f: F(X) — Y
se cumple G(f)onx = f:

G(f)o
X (Nonx S G(Y)

\ -
X -7 G(H=GG(Ponx)

G(F (X))

32



La naturalidad de la biyeccién en X significa que para todo ¢: X — X' hay diagramas conmutativos

Home (X', G(Y)) —— Home (F(X'),Y)

¢>*l \LF((/J) *

Home (X, G(Y)) —— Hom (F(X),Y)

Es decir, para todo g: X' — G(Y) debe cumplirse

goh=goF(@).
En efecto, go¢ es el Gnico morfismo tal que

Ggop)onx=go¢.

y g es el Unico morfismo tal que

G(@onx =§.
La segunda férmula y la naturalidad de n nos da

gop=G(8) onxop=G(g oGF(p)onx =G(goF(P)onk.

Ahora para w: Y — Y’ hay que comprobar que

Home (X, G(Y)) —— Homeg (F(X),Y)

G(y) l l .

Home (X, G(Y") —— Home (F(X),Y")

Es decir, que para todo g: X — G(Y) se cumple
G(y)og=1yog.

La flecha G(y) o g se caracteriza por -
G(GW)eglonx =Gy)og,
mientras que
G(®onx=8.
Luego
G)og=GW)oG(@onx=Gyog onx. u

10.3. Ejemplo. Sea i: Ab — Grp la inclusion de grupos abelianos en grupos. Para todo grupo G tenemos su
abelianizacién G := G/[G, G] junto con el homomorfismo canénico ng: G—1i (GY). Luego, para todo grupo
abeliano Ay todo homomorfismo f: G — A existe un homomorfismo tinico f%’: G’ — A que hace conmutar
el diagrama

G ! > i(A)

\ e
uld 277 iy

i(G(lb)

El resultado precedente nos dice que esto es suficiente para deducir que G ~» G* es un funtor, es adjunto
por la izquierda a i: Ab — Grp, y la unidad de la adjuncién es ng: G — i(GP). A
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11 Objetos terminales e iniciales

11.1. Definicidon. Sea ¥ una categoria.
Se dice que un objeto T € Ob(%¥) es terminal si para todo X € Ob(%¥) existe morfismo tinico X — T.
Se dice que un objeto I € Ob(%¥) es inicial si para todo X € Ob(€¥) existe morfismo tnico I — X.

En otras palabras, la defincidn quiere decir que para todo X € Ob(%) se tiene |Hom (X, T)| = 1y |Home (I, X)| =
1. En particular, se sigue que Home (T, T) = {id7} y Home (I, I) = {id;}.

11.2. Ejemplo. En la categoria de conjuntos Set un conjunto {*} que consta de un solo elemento es un
objeto terminal (para todo X hay exactamente una aplicacién X — {x}) y el conjunto vacio @ es un objeto
inicial (para todo X hay exactamente una aplicacién ¢ — X ).

En la categoria de espacios topoldgicos Top los objetos terminales e iniciales son los mismos que en
Set. A

Los objetos terminales e iniciales no siempre existen: por ejemplo, los conjuntos no vacios forman una
categoria que no tiene objeto inicial.

11.3. Ejemplo. En la categoria de anillos Ring el anillo nulo 0 es un objeto terminal y el anillo Z es un
objeto inicial (como anillo, Z estd generado por 1 € Z, y para todo anillo R un homomorfismo f: Z — R debe
preservar la identidad). A

11.4. Ejemplo. En la categoria de grupos Grp un grupo trivial {e} es un objeto terminal e inicial al mismo
tiempo. En la categoria de grupos abelianos Ab un grupo nulo {0} es un objeto terminal e inicial al mismo
tiempo. A

11.5. Observacion. Si un objeto terminal (resp. inicial) existe, es tinico salvo isomorfismo tinico.

Demostracion. Siexisten dos objetos terminales T, T’ € Ob(%), entonces existen morfismos tnicos f: T — T’
y g: T' — T, y las composiciones go f y f o g necesariamente coinciden con idy y id;» respectivamente. B

11.6. Observacion. Todo funtor adjunto por la izquierda (resp. derecha) preserva objetos iniciales (resp. ter-
minales).

Demostracion. Si F: € — 2 es adjunto por la izquierda a G: 2 — € y I es un objeto inicial en €, entonces
para todo X € Ob(2) se tiene una biyeccion

Homg (F(I), X) £ Home (I, G(X))

y en particular
|Homg (F(I), X)| = |Home (I, G(X))| = 1.

Si T es un objeto terminal en 2, entonces para todo X € Ob(%) se tiene una biyecciéon
Home (X, G(T)) = Homg (F(X), T)

y en particular
|[Home (X, G(T))| = |Homg (F(X), T)| = 1. u

11.7. Ejemplo. Paratodo conjunto fijo X el funtor — x X: Set — Set es adjunto por laizquierdaa (-)*: Set —
Set. Tenemos @ x X = @ y {}X = {x}. A

11.8. Ejemplo. El funtor del grupo de unidades (-)*: Ring — Grp es adjunto por la izquierda al funtor
Z[-]: Grp — Ring. Para un anillo trivial 0 el grupo de unidades es trivial. Para un grupo trivial G = {e} el
anillo correspondiente Z[G] es isomorfo a Z. A

“En particular, hay exactamente una aplicacién ¢ — @, entonces 00 = 1.
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12 Productos y coproductos

12.1. Definicidon. Para dos objetos X, X, € Ob(€) su producto es un objeto X; x X, € Ob(¥) dotado de dos
morfismos p;: X3 x Xo — X1 ¥ p2: Xj x X» — Xo que satisfacen la siguiente propiedad universal: si tenemos
otro objeto Z € Ob(¥) junto con morfismos fi: Z — X1y f»: Z — Xp, entonces existe un inico morfismo

(1): Z — X x X, tal que
Al . h
(fz)—fl y p2 (f2

12

De modo similar, un coproducto es un objeto X; LI X, € Ob(¥) dotado de dos morfismos i;: X1 — X1 U X ¥
i2: X5 — XU X> que satisfacen la propiedad universal: si tenemos otro objeto Z € Ob(€) junto con morfismos
fi: X1 — ZY fr: X» — Z, entonces existe un tnico morfismo (f1, f2): Z — X1 x X tal que

(fiu,Reir=fi v (A, f)oiz=fo.

= fo.

z X s Xux <2 X,
hi h f2 !
31 (f) 3 (fif2)
p1 p2 h + )
X1 —— X1ixXp — Xp Z
De modo similar, se pueden definir productos y coproductos infinitos.

12.2. Definicion. Sea {X;}c; una familia de objetos indexada por un conjunto I.

1) Un producto []; X; es un objeto junto con morfismos py: [I; X — X tal que para cualquier otro
objeto Z junto con morfismos {fi: Z — Xylres €xiste un tinico morfismo f: Z — [Ii Xx que satisface
prof = frparacada keI

2) Un coproducto ][, X; es un objeto junto con morfismos i;: X; — [I; X tal que para cualquier otro
objeto Z junto con morfismos {fi: Xy — Z}es €xiste un Gnico morfismo f: [[; X — Z que satisface
foix=frparacada keI

Xk —> Ik Xk

3||f\ \gl:f
\|/

[Tk Xk e Xk Z

12.3. Ejemplo. En la categoria de conjuntos Set el producto []; X; es (salvo isomorfismo) el producto car-
tesiano y el coproducto []; X es la unién disjunta.

En categoria Top el producto de espacios topoldgicos [T, X es el producto de conjuntos subyacentes
dotado de la topologia producto. El coproducto [ X; es la unién disjunta donde cada componente viene
con su topologia original. A

12.4. Ejemplo. En la categoria de anillos con identidad Ring el producto [ R es el producto cartesiano
con las operaciones definidas por

e+ re= Uk + 1k Mk Mg = (k- 1k

El elemento nulo es (0g, )« vy la identidad es (1g,)«. Las proyecciones py: (ri)x — ri son visiblemente homo-
morfismos de anillos.

El coproducto en la categoria de anillos con identidad es algo diferente: note que las inclusiones r —
(0,...,0,1,0,...,0) no preservan la identidad. En la categoria de anillos conmutativos CRing el coproducto es
el producto tensorlal. A
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12.5. Ejemplo. No todas categorias tienen productos y coproductos. Notemos que en la categoria de cuer-
pos, Hom(L,K) = ¢ si L'y K son cuerpos de caracteristica diferente. Si charL; # char L,, su producto L; x L,
(resp. coproducto L; U Ly) no existe, ya que no pueden existir ambos morfismos canénicos Ly x L, — L; ¥
Ly xLyp— Ly (resp. Ly — LyuLyy Ly — Ly U Ly). A
12.6. Ejemplo. En la categoria de grupos Grp el producto [T G es el producto de conjuntos dotado de la
multiplicacién término por término
8Kk (hidk := (8k - M) k-
El coproducto de grupos es algo muy diferente: es el producto libre * & G-

En la categoria de grupos abelianos Ab el producto es el mismo, mientras que el coproducto es la suma
directa (compuesta de sumas formales finitas de elementos).

P A= {Z ax ‘ ay € Ay, ax =0, salvo un ntimero finito de k} A
k k
He aqui otro modo de definir productos y coproductos en términos de funtores representables.

12.7. Observacion. Sea Z € Ob(¥) un objeto fijo. El funtor covariante Home (Z,—) preserva productos y el
funtor contravariante Home (—, Z) convierte coproductos en productos. Es decir, si existe el producto [ie; X,
entonces hay una biyeccion natural entre conjuntos

(12.1) Home (Z, [ | Xi) = [ | Home (Z, Xi),
kel kel
f'_) (pkof)k(ilr
Si existe el coproducto [ X, entonces hay una biyeccion natural entre conjuntos
(12.2) Home (] [ Xi, 2) = [ | Home (X, 2),
kel kel
f= (foik)ker-

En otras palabras, [1ier X €s un objeto que representa al funtor
[ Home (-, Xi): €°P — Set,
kel
Z— [ [Hom (Z, Xy).
kel

y XUY es un objeto que representa al funtor

[ [ Home (Xi, -): € — Set,

kel

Z — [ Home (X, 2).
kel

Demostracion. Las biyecciones (12.1) y (12.2) son otro modo de formular la definicién de producto y copro-
ducto. La aplicacién inversa viene dada por la propiedad universal. La naturalidad en Z es también evidente:
para todo morfismo h: Z — Z’ se tienen diagramas conmuativos

Home (Z, [Tx Xi) —— [T Home (Z, X¢) Home (L X, Z2) — [T Home (Xg, 2)
Hom%(l',l—lkxk) — HkHOmIf(Z',Xk) Hom%(ﬂlkxk,z') — HkHOIIklg(Xk,Z’)
foh ——— > (profoh)k ft > (foip)k

il > (Pklf)k hlf > (hOfIO i)k
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Entonces, los productos y coproductos pueden ser definidos como objetos que representan a los funtores
Hk HOIIkg(—,Xk) y Hk HOIIlcg(Xk, -).

12.8. Observacion. Siun producto [, Xy (resp. coproducto [ X;) existe, es tinico salvo isomorfismo tinico.

Demostracion. Es una propiedad general de funtores representables que hemos probado en 6.3. El lector
también puede deducirla directamente de la definicién de producto y coproducto. [ |

12.9. Observacion. Los productos y coproductos satisfacen las siguientes propiedades.
1) Los productos y coproductos son conmutativos (cuando existen):

X1 xXo =Xy x Xy y XiuXo = XoUuXy.

2) Los productos y coproductos son asociativos (cuando existen):

(X7 x Xp) x X3 = X7 x (X2 x X3) = X7 x X x X3

XiuX)uX3=2Xju(XouX3) =2 X5uXouXs.

Demostracion. Sigue de la propiedad universal del producto y coproducto (ejercicio para el lector), o de
isomorfismos de funtores

Home (-, X;) x Home (—, X2) = Home (—, Xp) x Home (-, X3),
Home (X7, -) x Home (X3, —) = Home (X3, —) x Home (X7, -),

etcétera. [ |

Terminamos esta seccidon con una propiedad importante de los funtores adjuntos.

12.10. Observacion. Sea F: € — 2 un funtor adjunto por la izquierda a G: 9 — €. Entonces F preserva
coproductos y G preserva productos, es decir para cualesquiera X; € Ob(€) e Y € Ob(2)

F(J [ X0 = [[FXp),
k k

G(J[ve =[G
k k

(siempre y cuando estos productos y coproductos existan).

Demostracion. Como hemos observado en 12.7, para cualquier objeto Z tenemos isomorfismos de funtores
Hom(]_[ X, —) = l_[ Hom(Xg, -),
k k
Hom(—, [ [ ¥i) = [ [Hom(-, V).
k k
Ahora tenemos
Homg (F(]z[ Xp),-) = Hom%(]E[ Xi, G(-)) = 1;[Hom<g (Xk, G(-)) = lgHom@(F(Xk); -)

=Homg (] [ F(Xx),-)
k

yellema de Yoneda implica que F(I[; Xi) =[x F(Xi). De modo similar se demuestra el isomorfismo G([; Yi) =
[T G(Y). [

37



12.11. Ejemplo. Hay biyecciones candnicas de conjuntos

X
xXE]E[(kaX), (E[Zk) z];[(zk)x. A

1Yk
k

12.12. Ejemplo. El grupo de unidades de un producto de anillos es el producto de grupos de unidades:
(]‘[ Rk) =[]g;. A
k k

12.13. Ejemplo. La abelianizacién del producto libre de grupos es la suma directa de las abelianizaciones
correspondientes:

ab
( *k Gk) = PG®™.
k k
El producto en la categoria de grupos abealianos Ab coincide con el producto en la categoria de grupos Grp
porque la inclusién Ab — Grp es un funtor adjunto por la derecha. A

13 Productos y coproductos fibrados

En algebra y geometria (y sobre todo en geometria algebraica) tiene mucha importancia el punto de
vista relativo. En cualquier categoria € podemos fijar un objeto Z y considerar los objetos sobre Z, es
decir, objetos X junto con un morfismo especificado X — Z, y los morfismos sobre Z que son diagramas
conmutativos

X ——— Y

N

De la misma manera, los objetos bajo Z vienen con morfismos Z — X y los morfismos bajo Z son diagra-

mas conmutativos
Z

X ——— Y

Para objetos sobre Z o bajo Z existen construcciones universales denominadas producto fibrado y copro-
ducto fibrado, respectivamente.

13.1. Definicién. Si tenemos morfismos X — Zy Y — Z, entonces el producto fibrado de X e Y sobre Z
es un objeto X x z Y con morfismos X x Y — Xy X xz Y — Y que forman parte del diagrama conmutativo

XxzYV —Y
=]
X—Z

Ademaés se pide la siguiente propiedad universal: si V es otro objeto junto con morfismos V- XyV — Y
que conmutan con los morfismos X — Zy Y — Z, entonces existe un tinico morfismo V — X xz Y tal que el
siguiente diagrama es conmutativo:
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X—Z

13.2. Comentario. Eninglés el producto fibrado también se llama “pullback”. El simbolo “_” en el cuadrado
de arriba significa que es el cuadrado del producto fibrado, es decir que no es simplemente un cuadrado
conmutativo, sino también universal. También se dice que es un cuadrado cartesiano, pero no vamos a

usar esta terminologia.
La notacién X x » Y es un poco ambigua: este objeto depende no solamente de X, Y, Z, sino de morfismos

especificos X — Z e Y — Z. Ademas, este objeto esta bien definido solo salvo isomorfismo.
13.3. Ejemplo. En la categoria de conjuntos, el producto fibrado de f: X — Zy g: Y — Z es el conjunto
XxzY={x,)eXxY|f(x)=g}

y los morfismos X xz Y — Xy X xz Y — Y estan inducidos por las proyecciones.
En particular, si X e Y son subconjuntos de Z, entonces X x z Y puede ser identificado con XnY c Z:

XNy ——Y
=]
X—Z
En las categorias de conjuntos con estructura adicional los productos fibrados tienen una descripciéon
parecida. A
A partir de la propiedad universal, se deduce que
1) siel producto fibrado X x ; Y existe, es tinico salvo isomorfismo;
2) el producto fibrado es conmutativo: X x, Y =Y x ;7 X
3) el producto fibrado es asociativo: (Xj x 7z Xo) x 7 X3 = X1 x 7 (X2 % z X3).

4) los productos fibrados preservan isomorfismos: si la flecha Y — Z es un isomorfismo, entonces X x
Y — X es también un isomorfismo:

XXZYHY

X—Z

Cada concepto en la teoria de categorias tiene su dual: basta cambiar las direcciones de las flechas en
la definicién. Asi tenemos monomorfismos y epimorfismos, productos y coproductos, etc. De la misma ma-
nera, la nocién dual a los productos fibrados son los coproductos fibrados.

39



13.4. Definicion. Si tenemos morfismos Z — X y Z — Y, entonces el coproducto fibrado de X e Y ba-
jo Z es un objeto X L Y junto con morfismos X — XUz Y yY — XUz Y que forman parte del diagrama
conmutativo

Z—Y

[

X— XuzY

Ademas se pide la siguiente propiedad universal: si V es otro objeto junto con morfismos X - VyY — V
que conmutan con los morfismos Z — X y Z — Y, entonces existe un inico morfismo X1z Y — V tal que el

diagrama siguiente es conmutativo:

13.5. Comentario. En inglés el coproducto fibrado también se llama “pushout”. El simbolo “_” en el cua-
drado significa que es universal en el sentido de arriba. También se dice que es un cuadrado cocartesiano.
Otro término posible es suma amalgamada (!).

13.6. Ejemplo. En la categoria de conjuntos, el coproducto fibradode f: Z— Xy g: Z— Y es el conjunto
XuzY=Xuy)/ ~,
donde ~ es la relacién de equivalencia generada” por
i10f(2) ~iz0g(2).

En particular, si X e Y son subconjuntos de otro conjunto W y Z es su interseccion, entonces X Liz Y puede
ser identificado con Xu Y:

XNY ——Y

—

X — XuUY

En categorias de conjuntos con estructura adicional los coproductos fibrados tienen descripcién pare-
cida. A

A partir de la propiedad universal, se deduce que

1) si el coproducto fibrado X Liz Y existe, es tinico salvo isomorfismo;

2) el coproducto fibrado es conmutativo: XLz Y 2 Y Lz X;

3) el coproducto fibrado es asociativo: (X; Lz Xp) Uiz X3 = Xj Uz (X2 Uz X3).

“Es decir, se considera la relacién de equivalencia més pequena que satisface iy o f(z) ~ ip 0 g(2).
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4) los coproductos fibrados preservan isomorfismos: si la flecha Z — X es un isomorfismo, entonces
Y — XUz Y es también un isomorfismo:

Z—Y

X— XuzY
13.7. Observacion. Si T es un objeto terminal (resp. I es un objeto inicial), entonces X x7Y = X x Y (resp.
XUrYZXuY).

Demostracion. Por ejemplo, en el caso de productos fibrados, para todo X € € automaticamente tenemos un
Unico morfismo X — T, yla propiedad universal de X x 7 Y corresponde a la propiedad universalde XxY. W

13.8. Observacion. Los productos fibrados preservan monomorfismos y los coproductos fibrados preservan
epimorfismos:

1) si m: X — Y es un monomorfismo, entonces m: X xy Z — Z es también un monomorfismo;

2) sie: X — Y es un epimorfismo, entonces e: Z — Z Uy Y es también un epimorfismo.

Xxy Z 2 7 X —"wy
1 _
7 ! ! T
Xr——Y 7 —» ZuxY

e

Demostracion. Para ver 1), si tenemos dos morfismos g,h: V — X xy Z tales que mo g ='mo h, entonces por
la conmutatividad del cuadrado mo fog = mo foh, pero m es mono, asi que fog = f o h. Ahora podemos
aplicar la propiedad universal de productos fibrados:

X—Y
m

Aqui la flecha punteada es tnica, de donde g = h. Para 2) el argumento es idéntico, solo hay que cambiar
la direccion de todas las flechas. ]

14 Ecualizadores y coecualizadores

14.1. Definicion. Sean fy g un par de morfismos X — Y.

Un ecualizador de f y g es un objeto eq(f, g) junto con un morfismo i: eq(f,g) — X tal que foi=goi
(de aqui el nombre “ecualizador”) y ademads i es universal entre todos los morfismos que ecualizana fy g:
a saber, si j: Z — X es otro morfismo tal que fo j = go j, entonces existe un tinico morfismo Z — eq(f, g) que
hace parte del siguiente diagrama conmutativo:
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; f
eq(f,g) — X ? Y
ST
1 J
Z

Un coecualizador de f y g es un objeto coeq(f,g) junto con un morfismo p: Y — coeq(f, g) tal que
po f=pogyque satisface la propiedad universal

f
X ? Y —2 coeq(f,g)
|
p iE

Z
14.2. Observacion.

1) Sieq(f,g) existe, entonces el morfismo i: eq(f,g) — X es mono y el objeto eq(f, g) es tinico salvo isomor-
fismo.

2) Si coeq(f,g) existe, entonces el morfismo p: Y — coeq(f,g) es epi y el objeto coeq(f,g) es tinico salvo
isomorfismo.

Demostracion. Vamos a demostrar la parte sobre eq(f, g) y dejo la parte sobre coeq(f, g) como un ejercicio
(invirtiendo las flechas).

Sean h,h': Z — eq(f, g) dos flechas tales que ioh =ioh'. Tenemos foioh=goiohy foioh'=goioh/,y
por la propiedad universal del ecualizador, existen inicos morfismos ¢,¢': Z — eq(f,g) talesque ioh=io/¢
yioh'=io¢'.Entonces ¢=¢'=h="n.

h ; f
Z:;h/ eq(f,g) — X:;g Y

Ahora sean E'y E’ dos objetos con morfismos i: E— Xy i': E' — M que satisfacen la propiedad universal
del ecualizador. Entonces existen morfismos Unicos k: E' - Ey ¢: E— E' talesque iok=i"yi'of =i.
Tenemos iokof = ioidg, pero i es un monomorfismo, y por lo tanto ko = idg. De modo similar, i’ofok = i’oid g
y ¢ok =idp. Las flechas k y ¢ definen un isomorfismo E = E’. [ |

14.3. Ejemplo. Para f=g: X—Y
1) el morfismo eq(f, f) — X debe ser (salvo isomorfismo) el morfismo identidad idy;

2) el morfismo Y — coeq(f, f) debe ser (salvo isomorfismo) el morfismo identidad idy. A
14.4. Ejemplo. En Set para un par de aplicaciones f,g: X — Y el conjunto
eq(f,g) ={xeX| f(x) =gx)}

con la inclusién i: eq(f, g) — X satisface la propiedad universal del ecualizador. Luego sea ~ la relacién de
equivalencia sobre Y generada por
f(x) ~ g(x) para cada x € X.

Entonces el conjunto
coeq(f,g) =Y/~

con el morfismo de proyecciéon p: Y — coeq(f, g) satisface la propiedad universal del coecualizador. A
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14.5. Observacion. Todo ecualizador (resp. coecualizador) puede ser expresado como un producto (resp. co-
producto) fibrado.

Demostracion. Por ejemplo, en el caso de ecualizadores, para morfismos f,g: X — Y podemos considerar
uno de los siguientes productos fibrados.
Primera construccion:

/

E——> X

N

X — XxY
)

id

g)oe’) equivaleae=e'y foe=goe.

La conmutatividad de este cuadrado ((i}i) oe=(
Segunda construccion:
E——X
_
T
Ga)
La conmutatividad de este cuadrado equivalea foe=goe=¢'.
En ambos casos, la propiedad universal del producto fibrado equivale a la propiedad universal del ecua-
lizador e: E— X. ]

14.6. Observacion. Todo producto (resp. coproducto) fibrado puede ser expresado como un ecualizador (resp.
coecualizador).

Demostracion. Necesitamos construir un producto (resp. coproducto) fibrado

f
XxzY —> Y z—5 5y
_ _ _
g g f N f
XﬁZ Xf)XUZY
g

Lo mas obvio que podemos hacer es tomar el producto y coproducto
xZxxy 2y xXxuyly

y considerar los cuadrados

py g
XxY —Y Z—Y
_ .
px g f N iy
XﬁZ Xi*>X|_IY
X

pero estos no tienen por qué ser conmutativos. Entonces, podemos tomar el ecualizador (resp. coecualiza-
dor) correspondiente:

f

() fepx ixof T2
XxzV —2% XxY —= Z 7z —= xuy L& xu,v
gopy iyog

El lector puede comprobar que en este caso la propiedad universal de (co)equializadores corresponde a la
propiedad universal de (co)productos fibrados. [ ]
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15 Limites y colimites en general

15.1. Definicidon. Sea .# una categoria pequefa y sea F: .# — ¥ un funtor. Un limite de F es un objeto
lim ¢ F € Ob(¥) con un conjunto de morfismos {lim s F — F(i)};cob.s) tales que cada morfismo i — j en .¥
induce un diagrama conmutativo

lim]F

N

F(i) > F(j)

Ademas, pedimos la siguiente propiedad universal: si para cualquier otro objeto X € Ob(%) con un conjunto
de morfismos {X — F(i)};cob(#) que conmuta con los morfismos de .# en el sentido de arriba existe un tnico
morfismo X — lim s F que da diagramas conmutativos

limyF
™
13!
1
X
F(i) > F(j)

Un colimite de F es un objeto colim 4 F € Ob(¥) con un conjunto de morfismos {F(i) — colim s F};c s tales
que para cada morfismo i — j en .# hay un diagrama conmutativo

F@) > F(Jj)

o~

colim g F

Y se pide que colim s F satisfaga la propiedad universal

F(i) > F(j)
colim 4 F
E
\I/
X

15.2. Observacion. Si un Iimite o colimite existe, es tinico salvo isomorfismo tinico.
15.3. Ejemplo. Ya conocemos algunos ejemplos basicos de limites y colimites.

1) La categoria vacia ¢ es la categoria que no tiene ningiin objeto. Trivialmente, para cualquier cate-
goria € hay un funtor Ginico ¢ — %¥. El limite de este funtor es un objeto terminal y el colimite es un

objeto inicial.



2)

3)

Sea .# una categoria que tiene solo dos objetos 1 y 2 y ningin morfismo salvo id; y id,:
id id
1 2

Un funtor F: .# — € corresponde a una eleccién de objetos X; = F(1), X, = F(2) € Ob(%). El limite de F
es el producto X; x X, y el colimite es el coproducto X; L X>.

De la misma manera, todo conjunto I puede ser interpretado como una categoria pequena .# cuyos
objetos corresponden a los elementos de Iy cuyos morfismos son id; para todo i € I. Un funtor F: .¥ —
% corresponde a una eleccion de una familia de objetos X;. El limite de este funtor es el producto [T; X;
y el colimite es el coproducto I[; X;.

Sea I la categoria
2 Did
id

1—3Did
Un funtor F: .# — <€ corresponde a un diagrama
Y
X — Z
El limite de F es el producto fibrado de X e Y sobre Z
X Xz Y —Y
|7
X—Z
De la misma manera, si I es la categoria

3 —2Did

|

id & 1

entonces un funtor F: .# — € corresponde a un diagrama

zZ —Y

|

X

y el colimite de F es el coproducto fibrado de X e Y bajo Z

Z—Y

| ol

X — XuzY

45



4) Sea .# la categoria

El limite de F es el ecualizador de fy gy el colimite es el coecualizador. A

Muchas categorias importantes son completas y cocompletas, es decir tienen limites y colimites para
cualquier categoria pequena .#. Entre ellas, la categoria de conjuntos Set y muchas categorias de conjuntos
con estructura adicional: espacios topolégicos Top, grupos Grp, anillos Ring, espacios vectoriales k-Vect,
etc. En estos casos los limites y colimites tienen una descripcion explicita:

limF={(x)e [] F@IF(f)(x;)=x;paracadaf:i— j}
4 i€0b(.#)

coBmF: I1 F(l)/~,

i€0b(.#)
donde la relacion de equivalencia ~ es generada por
F(i)3 x; ~F(f)(x;) e F(j) paratodo f:i— j.

El lector puede hacer los ajustes (obvios) para el caso de conjuntos con estructura adicional. Por ejemplo,
para espacios topoldgicos por [I;eon.s F(i)/ ~ se entiende el espacio con la topologia cociente.

15.4. Ejemplo. Consideremos los nimeros naturales N con la relacién =. Esto corresponde a una categoria

> 2 > 1 > 0

Consideremos el funtor F: N — CRing que a cada i asocia el anillo conmutativo z/ pi*t'Z yacada morfismo
j— i donde j = i asocia el homomorfismo de anillos Z/p/™'Z — 7/ p**'Z que toma el resto médulo p'*!. El
limite de este funtor es el anillo de enteros p-adicos:

Z,= 1;;512/;9”12.
En efecto, la construccion general nos dice que

le%Z/pi+IZ ={xne[[z/p™ZIxj=x (méd p'*!) para cada j = i}.
1=

i20
Entonces, los elementos del limite son sucesiones (xo, X1, X2, X3,...) de restos modulo pi*! que satisfacen

x1=xp (méd p),
x2=x1 (méd p?),

X3=x» (moéd p3),
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Esto significa que existen niimeros Ginicos 0 < a; < p— 1 tales que

Xo = Ao,
x1=ap+ap,

2
Xp=ap+a p+axp-,

2 3
Xz=adp+a p+tap-+asp,

De esta manera obtenemos las expansiones p-adicas
2 3
(x0,Xx1,X2,X3,...) = ay+arp+ayp +azp’ +---. A

15.5. Ejemplo. Consideremos los nimeros enteros positivos Z, ordenados por la relacién de divisibilidad
n>=m < m|n. Esto da lugar a una categoria

Cuando m | n, esta bien definido el homomorfismo Z/nZ — Z/mZ que a cada resto médulo »n asocia el
resto modulo m correspondiente. Esto define un funtor n ~~ Z/nZ y su limite es

7= limZ/nz
llamado el anillo de enteros profinitos. Por el teorema chino del resto, hay isomorfismos naturales
Zinz=72/pMzx---x2/p¥z, donde n=ph ... pk.
Luego,

limz/nz= ] limz/p'z=]]z,. A
nz p

p primo

15.6. Ejemplo.

1) Consideremos el funtor que a cada entero positivo n asocia el grupo simétrico S, y a m < n asocia
el monomorfismo S,, — S, que extiende toda permutacién ¢ de {1,2,...,m} a una permutacion de
{1,2,...,n} poniendo o (i) = i si i > m. El colimite correspondiente es el grupo simétrico infinito

Soo =colim §;,.
n=1

Los elementos de S,, son permutaciones de nimeros naturales N que tienen un ndmero finito de
puntos no fijos.

2) De la misma manera, a cada m < n se puede asociar un monomorfismo de grupos de matrices inverti-
bles GL,,,(R) — GL,(R) poniendo 1 en la diagonal:
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El colimite es el grupo
GL(R) = Coli{n GL,(R).
n=

Sus elementos son las transformaciones lineales invertibles RN — RN donde cada una afecta solamente
un nuamero finito de vectores de la base.

3) Los grupos de las raices de la unidad
un(C):={zeC|z"=11227/nZ

vienen con inclusiones naturales u,,(C) < u,(C) para m | n. El colimite correspondiente es el grupo de
todas las raices de la unidad
oo (€) = colim 1, (€) = U pa (©),

n=1

Este grupo es isomorfo al grupo cociente Q/Z: el homomorfismo

m/nqunlm/n

es sobreyectivo y tiene Z como su ntcleo. Tenemos

@/Z:coli{nZ/nZ. A
n=

15.7. Observacion. El Hom (X, ) covariante preserva limites: hay una biyecciéon natural

Home (X, lim F(i))= lim Home (X, F(i)).
i€eOb(¥) i€eOb(#)

El Home (-, X) contravariante convierte colimites en limites: hay una biyeccion natural
Home (colim F(i),X) = lim Home (F(i), X).
i€0b(.#) icOb(s)
En otras palabras, lim s F es el objeto que representa al funtor contravariante lim;cop.s) Home (=, F(i)) ¥
colim ¢ F es el objeto que representa al funtor covariante lim;cop(.s) Home (F (i), ).
Demostracion. Se verifica directamente a partir de las definiciones. [ |

En particular, silim s F (resp. colim 4 F) existe, es tinico salvo isomorfismo por las propiedades generales
de funtores adjuntos.

15.8. Observacion. Todo funtor adjunto por la izquierda preserva colimites, y todo funtor adjunto por la de-
recha preserva limites. A saber, sea L: € — 2 adjunto por la izquierdaa R: 2 — €6:

Homg (L(X),Y) = Hom« (X, R(Y)).
Sea F: . — € algun funtor y sea colim g F € Ob(€) su colimite. Entonces, hay un isomorfismo natural

L(colim F) = colim(Lo F).
g g

De modo similar, para un funtor F: .¢ — 9% hay un isomorfismo natural
R(imF) Elim(Ro F).
s 5
En particular, un funtor adjunto por la izquierda preserva coproductos, coproductos fibrados, coecua-

lizadores, etc., y un funtor adjunto por la derecha preserva productos, productos fibrados, ecualizadores,
etc. Es una generalizacion de 12.10, y la demostracion es idéntica.
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Demostracion. Por ejemplo, en el caso de limites, tenemos para cada X € Ob(¥) isomorfismos naturales
Home (X, R(lgnF)) =Homg (L(X),IEIPF) por la adjuncién entre Ly R
= lim Homg(L(X),F(i)) por 15.7
i€0b(.#)

lim Homg(X,R(F(i))) por la adjuncién
ieOb(¥)

= Hom@(X,h}n(RoF)) por 15.7.

n

Entonces el lema de Yoneda implica
R(im F) Zlim(Ro F). ]
7 7
15.9. Proposicion. Todo limite (resp. limite finito) puede ser expresado por productos y ecualizadores (resp.

productos finitos y ecualizadores). Todo colimite (resp. colimite finito) puede ser expresado por coproductos y
coecualizadores (resp. coproductos finitos y coecualizadores).

Aqui el producto (resp. coproducto) vacio se considera como un objeto terminal (resp. inicial).

Demostracion. Sea .# una categoria pequefa y sea F: .# — € un funtor. Sea Hom(#) el conjunto de morfis-
mos de .#. Para todo morfismo f: i — j denotemos

cod(f) :=j.

Consideremos los siguientes productos sobre todos los objetos en .# y todos los morfismos en .#:

m:= [] FG),
i€Ob(.9)

M:= [] Flcod(f)
feHom(¥)

Estos productos vienen con las proyecciones
pi:—F(@i), ps:H— F(cod(f)).

Por la propiedad universal de II existes morfismos tinicos a, f: I1 — Il tales que para todo f: i — j en Hom(.%)
se cumple

Prea=pj
Brof=F(f)op;.

m n " Fu
I . I
a\:/ag\p//‘ ﬁ\:{a! lp( i)
I p—j) F(j) I — F(j)
Consideremos el ecualizador
a
E—31 i
B

Vamos a probar que E junto con morfismos p;oe: E — F(i) es el limite de F. Primero, notamos que los

diagramas
E
TN

F(i) T} F(j)

49



conmutan para todo f: i — j. En efecto,
F(f)opl-oe: ﬁfoﬁoe:ﬁfoaoe: pjoe.
Ahora sea X otro objeto con morfismos ¢g;: X — F(i) que hacen conmutar los diagramas

X

F(i) —>F(f) F(j)

Por la propiedad universal de II, existe un morfismo tnico y: X — II tal que
qi=pi°Y
para todo i € Ob(.9).

b

Y

%
3

T) F(i)

3 <

Ahora para todo f: i — j tenemos
Proacy=pjoy=q;=F(f)oqi=F(f)opioy=psopoy.

Esto significa que aoy = Boy, y la propiedad universal del ecualizador E implica que existe un morfismo
Unico §: X — Etal que eob=17.

a -

E n—=1
AN

_e>
g B
ELN /
1 )
X

Luego, g; = pijoy = pioeod, asi que los diagramas

X
9
qi B qj
AN\

F(i) 5 > F(j)

conmutan. Falta solo ver que el morfismo & es inico. Sea §': X — E otro morfismo tal que g; = p;oeod’ para
todo i € Ob(.#). Entonces,

pioeod=pioy=q;=pioeod,
lo que implica que eo§ = eo§’. El morfismo e es mono, siendo un ecualizador, y por lo tanto § = §'. ]

15.10. Corolario. Todo limite finito (resp. colimite finito) puede ser expresado por productos fibrados y objetos
terminales (resp. coproductos fibrados y objetos iniciales).

Demostracion. Como hemos notado en 13.7, los productos (resp. coproductos) son productos (resp. copro-
ductos) fibrados sobre un objeto terminal (resp. inicial). En 14.5 hemos visto que los ecualizadores (resp.
coecualizadores) pueden ser expresados como productos (resp. coproductos) fibrados. [ ]
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16 Equivalencias de categorias

Dos categorias comparten las mismas propiedades cuando son equivalentes.

16.1. Definicion. Se dice que un funtor F: € — 2 es una equivalencia de categorias si existe otro funtor
G: 9 — €6 tal que
Idg Z2GoF y FoGZIldg.

Esto significa que para todo X € Ob(%) tenemos isomorfismos nx: X — GF(X) y para todo A € Ob(2) tenemos
isomorfismos e4: FG(A) — A, de tal modo que para todo morfismo f: X — Y en € y todo morfismo h: A— B
en 2 los siguientes cuadrados conmutan:

X 2 GF(X) FG(A) —2 A
fl/ lGF(f) FG(h)J/ lh
Y —2 GF(Y) FG(B) —2— B

Aqui se pide que las composiciones Go F y Fo G sean isomorfas a funtores identidad. Cuando tenemos
igualdades Go F =1d¢ y Fo G =1dg, se dice que las categorias € y 2 son isomorfas. Aunque el isomorfismo
de categorias parece algo mas natural, en practica es inttil ya que exige una biyeccidn entre objetos de €'y
2 que preserva los morfismos, es decir que € y 2 son en esencia idénticas. La equivalencia de categorias es
algo mucho mas interesante y quiere decir que existe una biyeccién entre clases de isomorfismo de objetos
de € y 2 y biyecciones entre morfismos.

16.2. Ejemplo. Consideremos la categoria de espacios vectoriales sobre k de dimension finita k-vect. Como
sabemos del algebra lineal, dos espacios vectoriales U y V son isomorfos si y solamente si dimy U = dimy V.
Asi, escogiendo una base, para cada espacio vectorial V podemos escoger un isomorfismo V = k¢. Esto define
una equivalencia entre la categoria k-vect y la categoria cuyos objetos son k" para n € Ny los morfismos son
las aplicaciones lineales k" — k™; es decir matrices de m x n. La categoria k-vect no es pequena porque para
cada espacio vectorial el conjunto subyacente puede ser cualquier cosa, entonces todos los espacios vecto-
riales (atin de dimensién finita) no forman un conjunto. Sin embargo, los espacios vectoriales k% forman
un conjunto, entonces una categoria pequena. Los cursos basicos del dlgebra lineal tratan precisamente de
esta equivalencia de categorias. A

16.3. Ejemplo. Para la categoria k-vect de espacios vectoriales de dimensidn finita el funtor del espacio
vectorial dual nos da un isomorfismo natural

evy: V=(VH

Aqui uno de los “+” denota el funtor k-vect — k-vect®? y otro “+” denota el funtor k-vect? — k-vect. El
isomorfismo de arriba corresponde a los isomorfismos de funtores

7 Idg-vect = * 0%, €: *0x = Idg-yector -
Entonces tenemos una equivalencia de categorias
k-vect =~ k-vect®P.

No existe ningtin isomorfismo natural V = V*, porque V'y V* son objetos de diferentes categorias. De hecho,
el isomorfismo V = V* que normalmente se estudia en cursos del algebra lineal depende de una base fija de
V, o de otros datos suplementarios (por ejemplo, una forma bilineal no degenerada fija (:,-): VxV — k). A

He aqui una caracterizacion ttil de las equivalencias.

16.4. Proposicion. Un funtor F: € — 2 define una equivalencia de categorias si y solamente si
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1) F es fielmente pleno;

2) F es esencialmente sobreyectivo: para cada objeto Y € Ob(2) existe algtin objeto X € Ob(%€) tal que F(X) =
Y.

Demostracion. Si F es una equivalencia de categorias, es facil comprobar que F cumple las condiciones 1) y
2). De hecho, por la definicién de equivalencia, tenemos otro funtor G: 2 — % junto con un isomorfismos de

funtores Id¢ = GoFy FoG =1dg, es decir, familias de isomorfismos naturales nx: X = GF(X) yey: FG(Y) =N
Y.

El hecho de que cada equivalencia de categorias sea esencialmente sobreyectiva es inmediato: para todo
Y € Ob(2) tenemos isomorfismo FG(Y) =Y.

Para ver que la aplicacién f— F(f) es inyectiva, notemos que F(f) = F(f') implica en particular GF(f) =
GF(f"), y luego se ve que f = f’ desde el cuadrado conmutativo de abajo:

X —Z GF(X)

f’uf \LGF(f)=GF(f’)

x5 GF(X)

f=nxoGE(f)onx =ny oGF(fonx=f"

Paraver que la aplicacion f — F(f) es sobreyectiva, sera suficiente notar que para todo morfismo g: F(X) —
F(X') en 2 existe un morfismo f en < tal que GF(f) = G(g), porque, como acabamos de ver, la aplicacién g —
G(g) es inyectiva (por el mismo argumento aplicado a G). Se ve que podemos considerar f:=17; o G(g) onx.

X —2— GF(X)

fl lG(g):GF( n

x 2 GF(X)

GF(f):nX;ofon;(l :MoG(g)oW: G(g).

Ahora tenemos que ver que las condiciones 1) y 2) nos permiten construir un funtor G: 2 — %€ tal que
GoF=Id¢ y FoG=1dg.

Si F es fielmente pleno y esencialmente sobreyectivo, para cada Y € Ob(2) tenemos una biyeccién natu-
ral

Homg (F(-), Y) = Homg (F(-), F(X)) = Home (-, X).

Entonces el funtor Homg (F(-), Y) estd representado por algiin X € Ob(%¥), y por lo tanto existe un funtor G
que es adjunto por la derecha a F (véase 7.3): existe una biyeccién natural

Homg (F(X),Y) = Home (X, G(Y)).
Tenemos las transformaciones naturales correspondientes (véase 8.1)
N: Idg => GoF, €: FoG=1dg.

De hecho 7 y € son isomorfismos de funtores. Por ejemplo, veamos que nx: X — GF(X) es un isomorfismo.
Para X’ € Ob(¥) apliquemos el funtor Home (X', —). Tenemos un morfismo

N : Home (X', X) — Home (X', GF(X)).
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Pero este no es otra cosa que la composicion de las biyecciones naturales
Home (X', X) = Homg (F(X'), F(X)) = Home (X', GF(X))

(la primera porque F es fielmente pleno, la segunda por la adjuncion). Entonces 17} es un isomorfismo
natural para cada X’ € Ob(%¥), y el lema de Yoneda implica que nx es un isomorfismo. De modo similar, para
ver que ey: FG(Y) — Y es un isomorfismo, apliquemos el funtor Homg, (F(X),-):

e*Y: Homg (F(X), FG(Y)) — Homg (F(X),Y).
Este es la composicion de las biyecciones naturales
Homg (F(X), FG(Y)) £ Hom« (X, G(Y)) £ Homg (F(X),Y). |

16.5. Observacion. Sean F: € — 2y G: 9 — € dos funtores que definen una equivalencia de categorias, junto
con transformaciones naturales n: 1d¢ = GoF ye: Fo G = 1dg. Entonces

1) F es adjunto por la izquierda a G, la unidad de la adjuncion siendo nx,
2) G es adjunto por la izquierda a F, la counidad de la adjuncién siendo 1.
Demostracion. Por ejemplo, en el caso 1) tenemos que compobar que la aplicacién

Homg (F(X),Y) — Home (X, G(Y)),
f=G(f)enx

es una biyeccién natural. En efecto, G(—) es una biyeccién porque G es fielmente pleno, y —on x es una biyec-
cioén porque nx es un isomorfismo. La naturalidad en X e Y es un ejercicio para el lector (use la funtorialidad
de G y naturalidad de 7). [ |

16.6. Corolario. Una equivalencia de categorias F: € — %@ preserva todos los limites y colimites.

17 El teorema de los ceros como una equivalencia de categorias

En esta seccion me gustaria presentar un ejemplo detallado y no trivial de equivalencia de categorias.
Recordemos un poco de la geometria algebraica elemental. Sea k un cuerpo.

1) Para un ideal a < k[X,..., X;] el conjunto algebraico afin correspondiente es dado por los ceros
comunes de los polinomios en a:

V(a):={xe A" (k)| f(x) =0 para todo f € a} c A" (k).

2) Para un subconjunto X < A”(k), se puede considerar el ideal de los polinomios que se anulan sobre X:

IX):={feklXy,...,Xn] | f(x) =0 para todo x € X}.

3) El teorema de los ceros de Hilbert dice que cuando k es un cuerpo algebraicamente cerrado, se
cumple
I(V(@) = vVa:={f €klXy,...,Xnl | f* €aparaalgin n=1,2,3,...}.

A priori, un conjunto algebraico afin es nada mas un subconjunto V < A" (k). Para tener una estructura
mads interesante, podemos definir qué es un morfismo entre conjuntos algebraicos afines. Primero, para
un conjunto algebraico afin V < A"(k) se puede considerar las funciones polinomiales sobre V. Son los
polinomios restringidos a V. En este caso nos gustaria decir que f = g si la diferencia f — g es nula sobre V.
Esto explica la siguiente definicién.
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17.1. Definicién. Para un conjunto algebraico afin V < A" (k) su algebra de funciones polinomiales es
dada por
klV]:=k[Xy,..., Xp1/I(V).

Recordemos que un ideal a < A es radical si v/a = A. Esto es equivalente a decir que el anillo cociente
Ala es reducido (no tiene nilpotentes no nulos). El ideal 1(V) es siempre radical, asi que k[V] es un anillo
reducido.

17.2. Definicién. Una k-algebra afin A es un anillo reducido de la forma A = k[X;,..., X,,]/I para algin
ideal I c k[X3,..., X,].

Ahora podemos considerar las aplicaciones entre conjuntos algebraicos afines definidos por las funcio-
nes polinomiales.

17.3. Definicion. Sean V < A" (k) y W < A™(k) dos conjuntos algebraicos afines. Una aplicacion polino-
mial ¢: V — W es una aplicacién que tiene coordenadas polinomiales; es decir,

Una aplicacion polinomial entre dos conjuntos algebraicos afines ¢p: V: — W donde V c A (k) y W <
A™ (k) induce un homomorfismo de dlgebras k[W] — k[V] que va en la direccién opuesta:

G VW ~ ¢ k[W]— k[V].

A saber, un elemento f € k[W] es un polinomio en m variables f(Y1,..., Y;,) considerado médulo 1(W). Luego,
la aplicacién ¢ es dada por m polinomios

(PI(XIV---an))---r(,bm(Xl»---an) € k[le;Xn]/I(V)
Asi que f puede ser evaluado en Y; = ¢;. Esto nos da una aplicacién bien definida

¢ kIY1,..., Yl I(W) — k[Xy,..., X1/ T(V),
f(er---» Ym) *—’f((/)l(Xl;---vXn);---»(,bm(le---»Xn))-

17.4. Observacion. Los conjuntos algebraicos qﬁnes y aplicaciones polinomiales forman una categoria k-ConjAf.
Las k-dlgebras afines forman una categoria k-AlgAf, que es una subcategoria plena de la categoria k-Alg de
todas las k-dlgebras. La formacion del dlgebra de funciones polinomiales es un funtor contravariante

k-ConjAf°P — k-AlgAf.
Este funtor es fielmente pleno.
Demostracion. Ejercicio para el lector. [ ]

17.5. Ejemplo. Para un conjunto algebraico afin V < A" (k) especificar un punto x, € V es lo mismo que
especificar una aplicacion i: A°(k) — V entre un punto A°(k) = {*} y V tal que i(*) = xo. Estos morfismos son
obviamente polinomiales y corresponden de modo biyectivo a homomorfismos de k-algebras k[V] — k. El
nucleo de este homomorfismo es un ideal maximal m < k[V].

Si k es algebraicamente cerrado (!), una de las versiones del teorema de los ceros nos dice que todos los
ideales maximales de k[V] surgen de esta manera, mas esto es falso si k # k. A

17.6. Ejemplo. Consideremos el conjunto algebraico afin V(Y — X?) c A?(k). Es una paréabola. La proyeccion
al eje x definida por ¢: (x, y) — x es una aplicacién polinomial V — Al (k). Se ve que esta posee una aplicacién
inversa x — (x, x?) que es también polinomial. Entonces, la pardbola y la recta son isomorfas en la categoria
de conjuntos algebraicos afines.

54



Esto se traduce al isomorfismo de anillos
kX, Y1/(Y - X?) = k[T.
En efecto, la aplicacién ¢ — (¢, £?) entre Al (k) y V induce un isomorfismo
kX, Y1/(Y = X?) — k[T,
X—T,
Y — T2
A

17.7. Ejemplo. Consideremos el conjunto algebraico afin V = V(Y? - X3) en A% (k). Es una curva ctibica con
una cuspide en el punto (0,0):

Podemos considerar una aplicacién polinomial ¢: Al(k) — V por t — (¢2, 3). Esta induce un homomor-
fismo de k-algebras correspondientes

¢ kIX, Y1/ (Y2 = X3) — k[T,

X T?,
Y — T3,
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Note que ¢ es una biyeccién de conjuntos, pero no es un isomorfismo. Por ejemplo, se puede notar que
la aplicacion ¢* es inyectiva pero no es sobreyectiva: su imagen es el algebra k[T?, T3] formada por los
polinomios en T2y T3.

De hecho, las dlgebras k[X,Y]/(Y? - X?) = k[T?, T3] y k[T] no son isomorfas y por lo tanto V y Al(k) no
son isomorfos en la categoria de conjuntos algebraicos afines. Primero, notemos que gracias a la magnifica

identidad )

o =
ambas algebras k[T?, T3] y k[T] tienen el mismo cuerpo de fracciones k(T): el cuerpo de funciones racionales
en una variable T.

Recordemos que un dominio de integridad A es integralmente cerrado si en su cuerpo de fracciones
K :=Frac A, si un elemento x € K satisface una ecuacién polinomial ménica

T3 T

X"+ ay_q

+-~-+a1x+a0=0
con ay,...,an-1 € A, entonces x € A.

El anillo k[T] es integralmente cerrado, pero k[7?, T3] no lo es: por ejemplo, 73/T? es un elemento en
su cuerpo de fracciones que satisface una ecuacién ménica con coeficientes en k[T?, T3]:

(T3/T??-T?=0. A

17.8. Proposicion. Si k un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces el funtor V ~ k[V] es esencialmente
sobreyectivo.

Demostracion. Sea A una k-algebra afin; es decir, A = k[Xj,..., X,]/a para algin ideal a. Puesto que A es un
anillo reducido, se tiene a = v/a. Podemos considerar V := V(a), y luego el teorema de los ceros nos dice que

kIV]:=k(X1,..., X I(V(@) = kX1, ..., Xpl /[ Va = k[Xy,..., Xpl/a 2 A, ]
17.9. Corolario. Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, existe una equivalencia de categorias

k-ConjAf°P ~ k-AlgAf.

El punto de vista moderno

Como acabamos de ver, un andlisis de las soluciones de ecuaciones polinomiales sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado k nos lleva naturalmente a las k-algebras afines. Esta algebraizacién es un buen logro,
y usando este punto de vista, se puede desarrollar mucha teoria.

Sin embargo, a veces nos interesan cuerpos k que no son algebraicamente cerrados, o casos en los que k
se reemplaza por un anillo conmutativo arbitrario. También en muchos problemas es ttil variar k. No existe
ningln cuerpo que puede ser encajado en todos los cuerpos, asi que, por ejemplo, un conjunto algebraico
sobre C y un conjunto algebraico sobre F, viven en dos mundos diferentes. Es algo lamentable: a veces la
misma ecuacién, por ejemplo

Y2=x3-X+1

puede ser considerada sobre cualquier cuerpo.

Una solucién extrema de todos de estos problemas es reemplazar las k-algebras afines con k fijo por
los anillos conmutativos arbitrarios (posiblemente con nilpotentes). Esta idea fue sistematicamente desa-
rrollada por el matematico francés Alexander Grothendieck (1928-2014) con ayuda de su colaborador Jean
Dieudonné (1906-1992) en el tratado “Eléments de géométrie algébrique” (1960-1967).

Las ideas de Grothendieck fueron revolucionarias en los afios 50, pero ahora estan universalmente re-
conocidas.

Como hemos visto, los conjuntos algebraicos afines sobre k = k son duales a las k-4lgebras afines. Los
objetos duales a los anillos conmutativos se llaman esquemas afines.
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geometria algebra

{ conjuntos algebraicos afines sobre } (k-dlgebras afines}®

un cuerpo algebraicamente cerrado k

n n

N

{esquemas afines} {anillos conmutativos}®

En este sentido, se puede pensar en un esquema afin nada mas como en un anillo conmutativo y mor-
fismos entre esquemas afines como en homomorfismos de anillos en la direccién opuesta. Obviamente, la
verdadera definicién de esquemas afines es un poco mas sofisticada. En general, un esquema es el resultado
de pegamiento de esquemas afines.
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A Algunos ejercicios

Iso-, epi-, mono-

Ejercicio 1. Demuestre que si f es un isomorfismo en € y F es un funtor ¢ — 2, entonces F(f) es un
isomorfismo en 2.

Ejercicio 2. Demuestre que las composiciones de iso-, mono-, epimorfismos satisfacen las siguientes pro-
piedades.

1) Sif: X—Yeg:Y— Zsonisomorfismos, entonces go f: X — Z es un isomorfismo.
2) Sim: X —Yym': Y — Zson monomorfismos, entonces m’om: X — Z es un monomorfismo.
3) Sie: X—»Yye':Y— Zsonepimorfismos, entonces ¢’ oe: X — Z es un epimorfismo.

4) Siparam: X — Y, f: Y — Z la composicion fom es un monomorfismo, entonces m es un monomor-
fismo.

5) Sipara f: X — Y, e: Y — Z la composicién eo f es un epimorfismo, entonces e es un epimorfismo.

Ejercicio 3. Demuestre que en la categoria k-Vect los isomorfismos, monomorfismos, epimorfismos son
las aplicaciones k-lineales biyectivas, inyectivas, sobreyectivas respectivamente.

Lema de Yoneda

Ejercicio 4. Demuestre con todos los detalles la version covariante del lema de Yoneda.

Ejercicio 5. Sea G un grupo. Consideremos G como una categoria. Note que un funtor F: G — Set corres-
ponde a un G-conjunto y una transformacion natural entre tales funtores es una aplicaciéon G-equivariante.
. Qué es un funtor representable en este caso? ;Qué significa el encajamiento de Yoneda?

Ejercicio 6. Sea R un anillo.
a) Demuestre que el funtor olvidadizo R-Alg — Set es representable.

b) Supongamos que para cada R-algebra A esta especificada una aplicacion entre conjuntos a4: A— A
de tal manera que para todo homomorfismo de R-algebras ¢p: A— B se cumple ¢poay=ago¢.

A A
o o
B2, B

Usando el lema de Yoneda, demuestre que existe un polinomio f € R[x] tal que para toda R-algebra A
se tiene
as:a— fla).

¢) Demuestre lo mismo sin recurrir a Yoneda.
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Limites y colimites

Ejercicio 7. Consideremos la categoria Top, cuyos objetos (X, xy) son espacios topoldgicos con un punto
marcado xp € X y cuyos morfismos f: (X, xo) — (Y, yo) son aplicaciones continuas f: X — Y tales que f(xg) =
¥o- Describa objetos terminales e iniciales, productos y coproductos en Top,.

Ejercicio 8. Describa objetos terminales e iniciales, productos y coproductos en la categoria Cat de cate-
gorias pequenas.

Ejercicio 9. Para un grupo fijo G, consideremos la categoria G-Set cuyos objetos son G-conjuntos (con-
juntos con accién de G) y cuyos morfismos f: X — Y son aplicaciones G-equivariantes (que satisfacen la
condicién f(g-x) = g- f(x) para cualesauiera g€ Gy x € X). Describa objetos terminales e iniciales, produc-
tos y coproductos en G-Set.

Ejercicio 10. Para una categoria pequefa sea % la categoria de funtores F: €°P — Set. Describa los objetos
terminales e iniciales, productos y coproductos en €.

Ejercicio 11. Demuestre que los productos fibrados son funtoriales en el siguiente sentido: un diagrama

conmutativo
Xy 41
Xo 21 Y,
VZ)
induce un morfismo candnico X; x z, Y1 — X x z, Y.

Ejercicio 12. Demuestre que en la categoria k-Vect se tiene

eq(f,g)=ker(f—g) vy coeq(f,g) =coker(f—g).

Ejercicio 13. Demuestre que los productos fibrados preservan isomorfismos: si la flecha ¥ — Z es un iso-
morfismo, entonces X x 7 Y — X es también un isomorfismo:

XXZYHY

X—Z

Ejercicio 14. Demuestre que los productos fibrados

/

E——5 X E—2 5 X
_ ; ]

‘| o o [®

X— XxY X— YxY
() (9

calculan el ecualizador de f,g: X — Y. Formule y demuestre la propiedad dual para coecualizadores y co-
productos fibrados.
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Transformaciones naturales

Ejercicio 15. Sean ¥,92,& tres categorias. Sean F, G, H funtores ¢ — 2 y sean I, J,K tres funtores 2 — &.
Consideremos transformaciones naturales

a:F=>G, pB:G=>H, o:I1=>], 1:]=K.

DL N

Demuestre que
(Too) x (foa) = (T P)o(0*a),

donde * denota el producto de Godement.

Ejercicio 16. Demuestre que el producto de Godement es asociativo: para un diagrama

F F, Fs

TN

o e = B <« lr 2
NS

G1 Gz G3
se cumple
(y*ﬁ)*a:y*(ﬁ*a),

Ejercicio 17. Sea .# una categoria pequena. Consideremos el funtor

A: € — Fun(¥#,%),
X~ Ax

que a cada objeto X € Ob(%¥) asocia el funtor constante Ax: .# — € (tal que Ax(i) = X para cada i € Ob(.%)).
Demuestre que para todo funtor F: .# — % hay biyecciones naturales

Nat(Ax,F) = Homcg(X,lgnF),

Nat(F,Ax) = Homg (cong X).

Adjunciones

Ejercicio 18. Sea Ring, la categoria de anillos con identidad donde los morfismos son los homomorfismos
f: R— S que satisfacen f(1g) — 1s y Ring la categoria de anillos que no necesariamente tienen identidad.
Para un anillo R consideremos el conjunto R:=Z x R con la multiplicacién

(ny,11) - (2, 12) := (Mynp, n1r1 + Nary + 1172).
Note que es un anillo con identidad (1,0). Demuestre que R ~ R es un funtor Ring — Ring; y es adjunto por

la izquierda a la inclusién Ring,; — Ring.
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Ejercicio 19. Digamos que en una categoria € dos objetos X e Y estdn en la misma componente conexa si
existe una cadena de morfismos de X a Y, que no necesariamente van en la misma direccién, por ejemplo

X—>e—se—eoe—e—>e—Y

Para una categoria pequena € sea my(%) el conjunto de sus componentes conexas. Demuestre que 7, es
un funtor Cat — Set. Demuestre que es adjunto por la izquierda al funtor Set — Cat que a cada conjunto
X asocia la categoria donde los objetos son los elementos de X y los tinicos morfismos son los morfismos
identidad.

Ejercicio 20. Sean X e Y dos conjuntos. Consideremos 2% y 2¥ como conjuntos parcialmente ordenados
por la relacién <, y en particular como categorias.
Sea f: X — Y una aplicacién. Para A€ 2X definamos

fA):={yeY|fca,
im(A) := {f(x) | x € A},

y para Be2Y definamos
B :={xeX|f(x)eB}.

Demuestre que f. e im son funtores 2% — 2Y y f~! es un funtor 2¥ — 2%, Demuestre que
1) im es adjunto por la izquierda a f!,
2) f!es adjunto por la izquierda a f..

;Qué significa en este caso la preservacién de objetos iniciales y coproductos (resp. objetos terminales
y productos) por adjunto por la izquierda (resp. adjunto por la derecha)?

Equivalencias de categorias

Ejercicio 21. Demuestre que si F: € — 2 es una equivalencia de categorias, entonces F envia un objeto
terminal (resp. inicial) de € en un objeto terminal (resp. inicial) de 2.
Supongamos que existe una equivalencia de categorias F: Set — Set°P. Note que en este caso para cada
conjunto X tendriamos
X = Homget ({*}, X) = Homge (F(X), ).

Concluya que las categorias Set y Set°® no son equivalentes.
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